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Sit secundo n — = 1 atque = 1, tum erit 
(o H- Zip)* — at = /ip\{tt + Apy-^ H- a{a + //py-^ 

+ «»(« + /tpy-i -H . . + tt^-i I 
Ätqai 

(o4-^;)*-i— a*-i=//?{(aH-//?)'-2-l-a(a+i5/?)^-3-|- etc. + a'^-2j 
Deinde 

(a + //?y-2 = a'-2 (mod. /^) 
a(« H- Ä;?)'-» = a^-2 



ergo summa erit congrua a^—^[t — 1) sec. mod« p vel formae 
a*-^t — \) + Kp adeoque 

(a + //?y-i — a^-l erit formae a*-2(^— 1) hp'\-Khp'^ 

quam ob rem 

(a + hpy-^ — a<-i = a*-\t ---1) /ip (mod. ^») 

vel (a + //?y-i = af-iH- «'-2(^—1 ) ^/^ 

prorsus simili modo 

(a + Ä/?)^-2 = «f- 2 -I- af-3(^ «- 2)^/> 



ergo 



{u + Apy — a* erit formae //^[^af-lH — j — ^ /ip + Kp^\ 

Tel coDgrua fipta*—^^ 1^2 ^'^^^ (mod. /?*). 

Jam vero . — y— est uum. integer adeoqne — = — -^ per t atque 

igitnr per /? divisibilis, quam ob rem habemus 

(a + /tpy — «^ ^ ftpia*—^ (mod. /?') 

«^ = (mod. p% 

Simili modo ut antea ad modulos /y", /9^+i poterit asceodi. In Omni- 
bus igitur casibus habetur 

(a -H hp^—^y = a^(mod. /?'«) 

atque (a + ^/?'*— Ö)^ ^ 1 

qiiae congruentia pro modulo p^-^^ non valet. 

Ex quo faciliime deducitur, numerum aliquem radicem congru- 
entiae propositae esse non posse, nisi in forma contineatur 
tt-f-//9»~^. Quando enim a* ipsi a secnndum /» neque vero sec, 
P*^^ coDgruus esset radix poni liceret d-^za-^-hpi*' ita ut sit 
, /»<» — 0. Tum erit (a -f- ^/?<")* ^ a^ secundum modulum/i^^+d 
; neque vero secund. p^ contra hypoth. 

2. Quaecunque radix congruentiae ^ = 1 (mod. /?") eidem sa- 
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Bxempl. Sit mod. 2*=32, niim. prop. 11=2*. 3 — 1 tum 
perthiebit 11 ad exponentem 2^3 ^el 8. sec. mod. 32. 

Potestates 11. ll^ 11». 11*. 11». 11«. 11'. 11«. 

Residua 11. 25. 10. 17. 27. 9. 3. 1. 

.$. 24. Qüando *2», ubi m>>'2, pro modulo assnmltur, 



semper t Auineri ad exponentcm t pcrtinebunt. Ip^nm 
vero t numerum 2'»— 2 metiri debere ex §§. 9. 22. intelli- 
gitur. 

Quisque numerus ad expouentem pcrtinens 2«—»« forma debet 
exbiberi »'"^±1 (§. 23.), qua re quaestio buc rcducta est, ut de- 
terminetur quot numeri modulo 2'* minores formis 2^<^=j=l conti- 
neautur. Debet autem h ita det'erminari ut sit primo 2«»^H-1<2« 

vel K < 2»—'« — — adeoque h "^ 2"—fn — i ^ secundo ut sit 

2»»^ — 1<;2« vel /^ <! 2«-»» -f- t;^ adeoque y^^2»-'» — 1, mani- 

festo enim /i tanquam impar ipsi 2'''-'^ acqutvalerc ncquif. Valores 
igitnr numeri /i erunt hi 

1, 3, 5, 7, 9 2«-«» - 1 

facillime vero ex inductione intelligitur, multitudinem horum ter- 
minorum esse 2^»— »»~'. Itaque formis 2»^±1 comprebendnntur 
2«— fft— 1 , 2 vel 2^—»* taumeri minores modulo 2'*, ergo 2«—"* numeri 
ad exponentem 2«~"» pertinebunt. 

Exempl. Ad exponentem 4 secuodum mod. 16 pertinent 4 na- 
meri taempe 3, tS, 11, 13. 

Potestates sunt Residua minima 

3«. 3^ 3^ 3* 3. 9. 11. 1 

5>. 5-, 5». 5* 5. 9. 13. 1 

11». n\ iV. 11* 11. 9. 3. 1 

13'. 13». 13». 13* 13. 9. 5. 1 

§. 25. Ut pl'opositiones^ quae sequuntur spcctantque ad perio- 
dos potestatum, radices primitivas et residua quadratica magis inter se 
connexae sint atque tbeoremata quid simile babeant, sutis «ippareat, 
priusquam ulterius progredimu'r, notiones quasdam de residuis quit- 
draticis praemittemus. 

§. 26. Ex congruentiae notione sequitur quadrata a», (m — «)» 
secundum modulum m esse cougrua. Qua re potestatum 

V, 2% 3», 4», 5% (m — ^y, («?— 1)- 

residua minima hon omuin eruiit inaequalia quumque quadratum ali- 
quod, cujus radix ipsum m superat, quadrato aiicui cujus radix 
^^m congruum debet fL^ri patebit numeros exstare, qui quadrato 
nön sint congrui he^uc minus numeros revera quadrato alicüi con- 

ffuds. Uli numeri moduli propositi non-residua, bi vero resid- 
ua vocantur <quadratica. Et primo quidem criterium aliquod inve- 
niendum, utrum numerus aliquis moduli propositi sit residuum aü 
non residuum. Etiamsi in §. 15. Coroll. 1. jam invenimus, nume-. 
rum aliqu^m esse residunm uat non-residttutii moduli cujusvis prt- 
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Multitudo residuorum moduli 2» est 2^-* (§• 40.) quaeriturque, 
nuin omnes Dumeri iofru 2^* formae 8/r + l iater haec reperiantar. 

Debet autem k ita determinari ut sit 8/r+l<;2« vel /r<2»^» — -g- 

adeoque k num. 2'>~3 — 1 doo superet. 8i igitur pro ^ ponuotar 
valores 

0, 1, 2, 3, . . . 2«-3 - 1 

habetur multitudo 2^»— >, ergo omnes numcri formae 8^-f-l qui mi* 
iiores sunt modulo in residuis ipsius 2'* reperiuntur. Prop. sec. 
pars jam in $. 30. brcviter perstrictu est. 

4* 50. Pro mociulo aiiquo qui forma p^ vel 2/?" non confinetar 
residuorum quadraticorum productum non quidem semper unitati 
congruum est sed tarnen numero alicui congruum erit, qui in moduli 
residuis iuvcnitur. ' 

Redigatur inodulus sub formam ^^^^ 6> . . . designantibus ^, 
B^ Cy . . numeros prlmos diversos intcr se. Sed nnum modo casum 
brev. gratia considcremus, quo quidem A^ B^ C , . sunt numeri prini 
impares; quicunque enim est modulus, disquisitio faciliinie ex 
§§. 45. 46. peti poterit. 

1. Sint omnes moduli factores primi formae 4/^ + 1 vel omnes 
formae 4y/-f-3. Residua moduli m etiam singulurium potestatum 
A", B^^ C^^ . . eruut residua. Jam vero residua moduh A^ iofni 
yi" (xstant \Ao—^(A — 1), residua moduli m infra m 

Ja-±(J — 1) Bh-i(ff ^ 1) Cc-ijC— 1) . . . 

(§. 47.) designante k multitudinem factor'um moduli primorum. 

Ex quo seqüitur multitudinem residuorum moduli m infra m 

multiplum esse multitudinis residuorum moduli A^ infra A''^ mani- 

„ , . ßb-i(B—\) C<^-HC—\) etc. ^. ^ 

festo enim numerus ^^^i^ ^^^ integer; quomam 

quisque borum B — 1, C — 1, D — 1 etc. quorum multitudo k — 1 
est numerus par. Quodsi buiic uumerum ita exbibcmus 

-l(B--\)B^-i.\{C—\)0-^.\{D-'l)Dd-t etc. 

perspicuum erit quando omnes B^ C^ D etc. sint formae 4« + l 
bunc nuinerum esse parem, imparem vero quando omnes formae 
4// + 3. Jam productum residuorum moduli A** infra A^ est ^rbl 
sec. A^ prouti A est formae 4w+3 vel f. 4/p-hl (§. 45.) adeoque 
productum residuorum moduli m infra m erit congruum potestati 

(± \)\{B~i)B^^ . KC— l)6V-i etc. 

ergo semper unitati positive' sumptae congruum. Idem valet de re- 
liquis B^^ ^, D^ , . ., quam ob rem producto mod. m residuorum 
designante per jP babebiuius 

' /»=l (mod. J«) 

= 1 (mod. /?*) 

= 1 (mod. Cfe) 



ergo «tiam P= 1 (mod. A^B^C^ . .•=:m). Hine habemus tbeore- 
roa: Si modulus est nullius' formarum z?**, 2/9» atque omnes 
ejus factores primi suftt impares omnesque formae ejus-* 
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Exempl. 1. Pro modulo 19 liabeotur residua 

1.4.9.16.6.17.11.7.5 

vel 1 .4.9.— 3.6.— 2.— 8.7.5 

e^o productum 1.2.3.4.5.6.7.8.9 = — 1 (mod. 19) 
2. Pro modulo 23 vero haec 

1 . 4 . 9 . 16 . 2 . 13 . 3 . 18 . 12 . 8 . 6 

vel 1.4.9.— 7.2.- 10.3.— 5. — 11.8.6 

ergo productum 1.2. 3. ..11 = 1 (m. 23). 

S.Quando modulus est 27 exstunt residua haec novem 

1.4.16.25.22.10.19.13.7 

prodlictumque ^ 1 (mod. 27). 

§. 53. Quiidratum producti omnium numerorum impa- 
rium inde ab uuitate usque ad p — 2 desiguantc /^ nume- 
ram primnm formae 4i»-f-3 semper unitati congruum est. 

ISumerorum 

1.3.5.7.9. ..;? — 2 
muiitado erit l{p — 1) ; jam vero p — 2 = — 2, 

p—A^ — 4, /? — b = — 6 etc. ^-^=— ^-^;— 

adeoque 

1.3.5.7.9.,./^ — 2 = (—1) 4 .1 .2.3.4.5...^-^ 

Ar 

ergo 

7» z= (1 . 3 . 5 . 7 . 9 . . . ;? — 2)» = (— 1) 2 .(1.2.3.. ^^)\ 

Atqufi ^-g — est numerus par atque (§. 51.) productum 

(1.2. 3... 2:=^)» = ! ergo 

i» = '(1.3.5.7.../? — 2)» = 1 (mod. /^). 
Ex bac consideratioue manabit etiam haec propositio, quo loco 
observandum est Dumerum ^-T — esse parem vel impar^m prouti /? sit 

fonnae 8^ + 3 vel formae 8^ + 7. • Productum omnium nume« 
rornm imparium inde ab unitate usque ad p — 2 desig- 
nante/^ numerum primum formae 4/#+3 producto omnium 
nnmerornm inde ab unitate usque ad Kp — 1) positive aut 
negative snmpto congruumestj pro u ti /? est formae 8^+3 
Tel formae 8^ + 7. 

Alia hujns theorematis demonstratione propositionem nancisce- 
mar in doctrina numerorum attentione haud indignam. 

Productum 1.2.3.4.5.../? — 1 est ^ — 1 ( mod. p) sec. 
theorema üVilsonianum ergo 

1 .3.5.7.9../^ — 2. 1.2. 3. .2:=^. 2 2 = — 1 

ThaO II. 3 
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iiccat numerus, quoruiii productum unitati negative sumptae fit con- 
graum, socios oppositos, quo facto in seric 

cHivis nuDiero socins respondebit vel socius oppositus in eadem se- 
ije et quidem unus modo. Nam cuique Lorum numerorum in serie 
1.2.3. 4. ../7 — 1 socius respondet ergo in priore aut socius 
Mt socius oppositus. Si vero esset aß'^aß" ita ut oe, ß\ /?^' moduli 
(ünidia parte sint minores atquc a/?'^a/?"= — 1 baberetur a(p — /?') 
= a{p — /?")^1, quo facto quum p — ß\ tum P — J^" ipsia socius 
esset contra §. 36. Etiam nullus hprum 

2.3.4...2j=i 

' -fDorum multitudo par> sibi ipsi socius esse poterit'vel socius opposi- 
;, tos. Nam praeter 1 et p — 1 nullius quadratum unitati congruum est 
r f§. 36.) atqiie etiam nullius quadratum unitati negative sumptae 
\ erit congruum, quoniam — 1 est non-residuum tormae 4^ + 3. 
* (§. 31.). Qua re productum binorum terminorum seriei 

unitati aut positive aut negative sumptae erit congruum, quadratum- 
qae hujns producti semper unitati congruum. Ergo 

(2.3.4.5.6. ..2^)» = 1 (m./? = 4»H-3) 

Kfanc vero aliud criterium sese offert congruentiae 

l.<i»d.4l:... — jr — IZZ 1. 

Signo enim superiore vel inferiore utendum erit 
sprputi maltitudo numerorum seriei 

.^.«>.4.i>... — 

qnibos socius oppositus aliquis respondet, est par vel 
impar. 

Exempli gr. pro modulo 23 babentur congruentiae 

2.11 = — 1, 3.8 = 1^ 4.6 = 1, 5.9 = — 1, 7.10 = 1 

;eigo predactnm 

1 . 2 . 3 . 4 . 5 . . . 11 = 1. 

Utrum numero alicui respondeat socius an socius oppositus facile 
iez fractionum continuarum doctrina decidi poterit. Mam si a de- 

[lignat namerum aliquem ex bis 2.3.4... —^ — , evoivatur fractio 
\-r in firactionem continuam eritque si fractio convergens quae ip- 

im -^ antecedit designatur per --r-, ßg — //?=±1 vel a^ = ±l 

lod. p). '^uodsi g möduli dimidia parte est minor, ipsi a re- 
ondebit resp. socius vel socius oppositus. Si vero g'^ip erit 
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a[p — g-) = :^:: 1 (mod. p) atque tum « ^t p ^~ g sibi erunt socii 
oppositi vel socii. 

§. 56. Summa rcsiduorum quadruticorummoduli ali- 
cujus formarum p"y 2p» semper per hunc divisibilis est, 
cxcepto cusu in quo/^ = 3. 

Desig^Dcntur rcsidua per 

Qi^ ?3» Qiy "'QgjC 

Jam 4 tanquam quadrutum rcsiduum est modali cujusvis, ergo 
(§. 29.) etiam Ins rcsidüa ^'Tuut congrua 

matiifestoque omnia sunt incongrua^ quoniam si Iiaberetur Agii^Agi^ 
esset A(Qk — ol) per modulum divisibilis, vel proJuetum 4(^^. — q^) divi- 
sibile. duodsi moduhis est //^ hoc fieri ne(|i]it qiiia /?'* ad 4 primua 

atque Qk—Qi^Lp^^ si vero modulus est 2//« erit \, -— g= ^ ^^^ 

quo facto denuo p» ad 2 primus est. Summa igitur S residuorun. 
congrua est 4^^ vel AS ^ S, ex quo sequitur 3^9 ^0. -Atqui quam 
casum in quo // = 3 exceperimus, semper modulus ad 3 primas 
erit, quam ol) rem habetur iV^O (m. p» vel 2/?»). 

Nota. Quando // est formae 4^9+1 tbeorema facilius etian 
probatur hoc modo. Si r est residuum etiam — r erit residuum« 
qua re in serie 

bina signi ratione non habita erunt aequalia, ergo summa omniuiv 
per uiodulum divisibilis. 

Ex. gr. Pro modulo 25 rcsidua sunt 

1 . 4 . 9 . 16 . 11 . 2i . 14 . 6 . 21 . 19 
vel baec 

1 . 24, 4 . 21, 9 . 16, 11 . 14, 6 . 19 

2. Residua moduli 19 sunt 

1.4.9.16.6.17.11.7.5 

summaque per 19 divisibilis. 

§.57. Summa omnium - terminorum periodi numeri 
cujusvis a est ^0 sec. mod. quencunque, qui ad a — 1 
est numerus primus. 

Sic periodus baöc 

Uy «', «*, «*, . • . »* 

eritqne summa s ex serierum doctrina a . — — T *^®®q"® *(** — -^ 

= a{a* — 1). Atqui a* ^ 1 ergo s{a — 1) = 0, vel « ^ qucniaiil 
modulus ad » — 1 primus. i 

§. 58. Tbeorema. Productum omnium radicum coB» 
gruentiae o^'^^l (mod./^) designante p numerum priman^ 
unitati positive aut negative sumptae est congruan. 
prouti divisor communis maximus aumerorum n et p — 1^ 
est impar aut par. 

Divisor communis maximus numerornm n et p — 1 sit Jhabebit* 
que congruentia de qua agitur 8 radices (§.41.). Quarum quaelibel 
ad exponentem S pertinens sit w% talis enim semper exstat. Termin^ 
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r 

t 

r 

W^ U>*ß «»', fü*, . • . W(f 

periodam constituent omnesquc congruetitiae propositae sutisfacient 
f Deqne plures radiccs exstant. Ergo productum radicuia crit ^±1 
(§. 43.) prouti d est irnpar vcl par. 

Congruentia ^ ^ =1 (m. /;) admittit ^—-^ — radiccs, quae oin- 
nes residua ipsius p sunt quadraticu ex quo scquitur theorema 

$. 59. Sumina omnium radicum congruentiae a:^^^\ 
(m, p) semper per moduium divisibilis est. 

Pertineat w ad exponentem d statimquc propositio sequitur ex 
f. 57. quoniam in hocce cusu w — 1 tanquam minor quam p ad p 
est primus. ^ 

§. 60« Summa quadratorum omnium numerorum, qui 
eongruentiae ^r"^! (mod. p) satisfaciunt semper per 
Bodulum p divisibilis est, dummodo excipietur casus,' 
in fluo congruentia duas tantummodo admittit radices. 

1. Sit d i. e. divisor communis maximus numcrorum n et p-l i m p a r. 
Radices deinde congrucntiae uostrae sint w^ w\ ti/\ ii/" etc. erunt- » 
que etiam hae radices ?/;*, w'^^ w"*, ?^'"*, etc. et quidem omnes 
sunt incongruae. Nam si huberetur ?^;*^«/' esset (tv — ti/) (w+ti/) 
■ ergo w-^-w* per p divisibilis vel w^ — w' (mod, p)^ ita ut etiam 
^uf esset radix. Jam n erit impar, nam si esset pur, quia etiam 
j»— 1 par numerum d tanquum imparem et J// et i^(/> — 1) metiri 
oporteret quo facto 2(F numeros n et p — 1 motiretnr contra byp. quia 
i est maximus ipsorum u et p — i divisor commtinis. Quia igitur •/* 
impar erit (^ — u/)*^^ — w'^^=: — 1 nequc vero — ic^ satisfacict 
congruentiae nostrae contra praeced. Quadratis i£:;itur to'^y w*^^ 
»"*, «>"'*, etc. exüibentur omnes radices diversae adeoque 

to *^ ttf »{^ w" etc. = w^ -h w'^ •+• «^'* etc. 

Ätqui fC'\'iif^u/* etc. (§. 59.) per p divisibilis est, ergo etiam 
w» •+- ««^* + ««^'* etc. 

2. Sint denuo radices congrueatiae a:*^ ^ 1 (mod. p) vel quod 

idem valet Lujusce a:^^\ (mod. p) w^ td^ w"^ w'" '^te, atque ö 

I par. Congriientiae (a:^)^^^=^ l satisfaciunt \d radices incongruae, 

quarum summa ($. 59.) per modi^Ium erit divisibilis. Uae radices 

nanifesto inter na» 

«»», w^S t(/'^, w'"^, ... 

inveniuntur. Quae quum omnia quadrata congruentiae (.2?')s^=l' 
satisfaciant, erit perspicuum banc quadratorum summam congruam 
esse duplo radicum congrucntiuc (.27*)2c)'^ 1, quae sec. p sint in- 
congruae. Hoc vero duplum per p divisibilis est, ergo etiam sumnia 
quadratorum radicum congruentiae .2?<^=1. 

Pro -J<^=1 tbeorema- non valerc facile perspicictur. 

§«.61^ Productum ex omnibus numcrrs ad euudem ex- 
ponentem t pertinentibus unitati congruuni est sec. mod. 
/i" vel ^p^^ denotante p numerum primum imparem, cx- 
cepto cusu in quo ^ = 2. Tum cnim unus modo cxstat 
numerus, ab 1 diversus. 

Pertineat a ad exponentem t secund. moduium p^ vel 2;>'>, 
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2t 9t 



(«-!)* 



hm Tero omnes hi a^, a**^ a^^ . . . a ^ See. mod. prop. sunt 



mt 



m't 



iicoDg^rai; Dam si haberetur a^^a^'ifa ut duIIus uumerorum m, m' 

\m — nv) — 

MDC a — 1 süperaret ,• esset a « ^ l ; atqui m — m' '^ a^ 

(«— W) — -<!^, quo facto inferior ipsius a potestas quam P^ uni" 
tati congrua fieret contra Ljp. Termini igitnr 

i. ?£ 3£ icc-'i)t 

a^\ »a, »a, , ,a « ,1 

penodum constituent. 2Sed nnmerum a^ ipso p minorem accipere 

' ' L L 

oportebit. Si enim a^-^mp ad exponentem a pertinet etiam a^ 

ad enndem pertinebit, quandoquidcm si ^^ ad a! <^a pertineret, 

t 

■anifesto jam. potestas (a^'\^mp)a unitati esset congrua. Erit 
t^ 

igitur a^ — 1 ad /; primus adeoque (§. 57.) summa terminorum quos 
■odo diximus per p erit divisibilis, ergo etiam 

.«^(1 -!-«<<+«« -f- . . + «. « ). 

Quia a^ est divisor exponentis t roultitudo numerorum ad t pri- 
■prom ipsius a erit roultiplum; quundo autem afius numerus ad t 
primus ab illorum 

fooque diversus k' a^sumitur, simili modo productum 

£ 2£ f«-l)f 



«« 



a« 



» « ) 



fer/7 diyisibilis erit. Hoc modo progredi licebit, quoad omnes ad 
^primi sunt exhausti, quo facto omnes babebuntur numeri ad expo- 
lentem / pertinentcs, quorumque summa per p divisibilis erit. 

Secundus casus. Sit t per nuilum quadratum divisibilis vel 
fbrmae aßyd , • ., denotantibus oi, ß, y^ S . , , numeros primos inter 
ae diversos. Sed pro quattuor modo factoribus demonstraturos nos 
'esse theorema observandum est, quandoquidem nibil impediet, quo- 
, Binus ärgumentatio ad quotcunque extcndatur factores. Dico pro- 
doctam 



{a(^ß&+ a^ßdri- a^ccßd^ . ..+ «(/-Da/^c^) 
{attTd+a^rd^a^ayd etc. +a(ß-^^tfy ff) 
{aßyd^ a'^ßyd-\^aW(f etc. + a(a'-t)ßyd) 

desig'nante a numerum ad exponentem t pertineotem summae om- 
■iam numerorum ad exponentem ^pertinentium scc. /? esse congruum. 
ttacDcnnque enim bujusce producti terminum exbibcri licet boc modo 
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formae 12Xr-f-l vcl VtAt-i^ll^ noD-residunm vero harum 
12)^-1- 5,.12X: + 7. 

Primo observnmu^ ad exponentem 3 pertinere duos numeros, 
oioDiam - tot sunt ad 3 primi. Debet autem 3 ipsum p — 1 metiri, 
designante p modulum primuin, qua re /; eri|; formae 3Xr-f-l, quae 
bas involvit 12^+1, 12/c + l, Numeri ad exponentem 3 pertinen- 
tes sec. mod. /?=:12X:+l5 7 sint «, ß eritque (§. 62.) a-^ß^ — 1 
atque (§. 61.) aß^l sec. p. Ex quo sequitur ß^+ß^ — 1, 
4|?»4-4/? = — 4, 4i?«+4/9+l = — 3 i. e. (2/5+1)» = — 3. 
Qaando igitur 3 ipsum p — 1 metiatur i. e. quando p est unius 
formarum 12^+1, 12^ + 7 semfier — 3 erit residuum quadraticum 
kjusce numeri 'primi. 

Ceterum obseryari licet, 'semper numeros ad exponentem 3 per- 
tioentes inveniri possc. Repertis enim residuis mod. p quadraticis^ 
iotelligetur, quod quadratum residuo — 3 vel p — 3 respondeat; 
liDJus radix sit w eritque 2/5+1 ^±?^ (mod. /?), qua« congruen- 
^ primi gradus facillime potrrit resolvi. 

Exempli gr. üt numeri ad exp. 3 sec. 31 determinentur per- 
tinentes residua inveniri quadratica mod. 31 oportebit. Sunt baec 
1.4.9.16.25.5. 18. 2. 19. 7. 28. 20. .14. 10. 8. Residuo 28 
respondebit quadratum 11» ergo congruentia resolvcnda. 

2/5+1 =zb 11 (mod. 31). 
Estvero 2/5 = _}5|, |5 = _ ^| vel J| 
ita ut 5 et 25 ad exponentem 3 sec. mod. 21 pertineant. 



II. 

lieber Cauchy's Interpolationsmethode. 

Von 

dem Herausgeber. 



§. 1. 

Interpolationen sind für die Pbjsik und Astronomie, überhaupt 
für alle Naturwissenschaften, welche die Anwendung der Mathema- 
tik gestatten, von so grosser Wichtigkeit, dass jeder Versuch, die 
bei denselben vorkommenden Rechnungen zu erleichtern und über- 
haupt die Methode im Allgemeinen zu vervollkommnen, willkommen 



seid muss. Cauchy's von Herrn Moigno in seinen Le^ons de 

alcul integral, r^dig^es d'a- 



calcnl diff^rentiel et de c 
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Wenn nämlich 



und 



»H '"l'i «S5 ^^4? .••«'« 



f^5 «^25 «^»9 «^4» • • • «'W 



Überhaupt gewisse gegebene Grössen, in beiden Reihen in gleicher 
Anzabl, bezeichnen; so soll den Symbolen Stin und ^Vn immer die 
folgende Bedeutung beigelegt werden. Das Symbol Sun bezeich- 
net jederzeit die Summe der absoluten Werthe der Grössen 



«^15 «2, »«» »4J 



Itn-, 



urobei man sich jedoch diese Summe immer auf solche Weise gebil- 
det zu denken hat, dass man die Grössen ^ 

«^1, «j, »3, «4, ...««, 

jenachdem sie positiv oder negativ sind, mit +1 oder mit — 1 
multiplicirt und alle auf diese Ari erhaltenen Producte zu einander 
addirt. Wenn man nun aber ferner ganz mit denselben Factoren, ■ 
mit denen man vorher die Grössen 

W,, «^2, «I,, »4, ....«» 

'-, multiplicirt hat, dann auch respective die Grössen 

«^1, «^3, «;,, «^4, . . . . Vn 

-multiplicirt, und alle auf' diese Art sich ergebenden Producte zu 
einander addirt; so soll die Summe, welche man dadurch erhält, 
im Folgenden immer durch JS'e^;, bezeichnet werden, wobei man also 
wohl fest zu halten hat, dass 2vn keinesweges die Summe der ab- , 
soloten Werthe der Grössen 

«;,, t^,, «^3, t^4, Vn 

^ ■ bezeichnet. In einem ähnlichen Verhältnisse wie die durch Sun 
und 2vn bezeichneten Grössen, sollen im Folgenden auch die durch 
S^Vn und 2^Vn, 'S^z^n Und ^z^ni ^t^n Und 2^Vny H. s. w. oder 
ähnliche Symbole bezeichneten Grössen zu einander stehen. 

§.4.' 

Indem wir nun der Auflösung unserer Aufgabe näher treten, - 
bemerken wir zuvörderst sogleich, dass die Bedingungen derselben 
wegen der vorausgesetzten Gleichung 

y=i au + dv -^ cw -{- (1% -{' , . . ,^ 

wenn wir die den Werthen 

<*• /jf9 rtf /*• /•• 

*«^j, oCf^, »'••85 **'4).«»» ***n 

der veränderlichen Grösse ac entsprechenden Werthe der Functionen 



«, iy, w, %, 



, dureb 



ffj, «^3, «#,, »4, . . . . «#n; 

^M ^3> ^%y ^4? • • • • Vn\ 



• • • • < 
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«'n «^21 «'s, f^4 f^ny 

^15 "^a? *s> "^43 • • • • ^n ? 
U. S. W. 

r 

bezeichnen,' zwischen den constanten Coefficienten 

a, 6, c^ dy . . . , 
unmittelbar die folgenden a Gleichungen: 

y, = afii -f- dv^ -+- cw^ + '/aSi -f- . . 

y, = au^ -H ^«'s + e??«^, H- Äfe, + . . . ., 

u. s. w. 

liefern, welche in Bezug auf a^ ö, c, ä, , , . , als Gleichung( 
ersten Grades oder sogenannte lineare Gleichungen zu b< 
ten sind. 

Vernachlässigen wir nun als eine erste Annäherung vo 
die sämmtlichen CoefGcienten 6, c. fl, . . , ., oder reduciren wi 
dasselbe ist, die Reihe, durch welche ^ ausgedrückt wird , . 
erstes Glied; so ist 

yzrzau 

der allgemeine genäherte Werth von y, und wir haheo dahe 
das folgende System von Gleichungen: 

Multipliciren wir diese Gleichungen auf beiden vSeiten mit Q:e 
willkiihrlichen Coefficienten, nämlich respective mit den Coefti< 

Mfl ifl Mf% 1» Mfl ■ 

'*'15 '*'25 '*'85 A. 4. «... r\,ny 

so erhalten wir die Gleichungen 

ak^n^ z=k^y^, 

ak^u^ = k^y^. 

ak^w^=zk^y^, 

u. s. w. 

aktCfin = knyn ; 
durch deren Addition sich ferner die Gleichung 

a(k^<U^ + ^2*^2 + ^s«^a + . . . -I- kniin) 
= f^xVx + ^2^2 + ^3^8 + . • . + knyn, 

also 

^ly 1 -f- ^2y2 -f- kzVz H H knVn 

ergiebt. Bezeichnen wir nun die in den durch Versuch« 
Beobachtungen gefundenen Werthen 

Vu y»5 y« ^4» • • • yn 



% 
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\ 



Übergellt, d. h. man muss für 

die Grösse +1 oder — 1 setzen, jenachdem die Grössen 

ff,, «^25* ^»9 *'45 • • . ^'» . 

positiv oder negativ sind, wobei zugleich erbellet, dass wenn man 
dies thut, auch der absolute Werth des Zählers 



^l«l -1-^2*2+^1^1 + • t . +^»*l» 

nie die Summe der absoluten Werthe der Grössen 

' *19 *2» *3J *4^ • • • ^Wj 

d. h. das Maximum, welches dieser absolute Werth überhaupt er- 
reichen kann ^), ül^ersteigt. Wendet man also jetzt die Bezeich- 
nung, deren Bedeutung im vorigen Paragraphen ausfuhrlich erklärt 
worden ist, an; so liefert wegen der oben bewiesenen Gleichung 

k^Ui -H Xatt^a -f- A'aWa -f- . . . -H ^ttifn 



offenhar die Formel 






die vortheilhaftestc Bestimmung von a, so weit sich wenigstens bei , 
der völligen Unkeontniss, in welcher man sich rücksichtlich der j 
Werthe der Fehler 

*l^ *29 *1> *4J • • • *» 

hefindet, hierüber urtheileh lässt, und für y erhält man nun den 
genäherten Ausdruck * 



oder, wenn 



3^ — 


2yn 


u'z 


u 


y= 


• 



gesetzt wird, dei Ausdruck 

Wäre überhaupt n=l^ also yz=ia, d. h. ^ eine constante 
Grösse, wenigstens näherungsweise^ so wäre offenbar 

Sun = /*, 
und folglich n' z=. — , also 



n 



1 V 



d. i., weil in diesem Falle offenbar 



*) Wo man fest zu halten bat, dass nach dem Obigen in allen Fällen der 
absolute Werth keines der Coefficienten k^^ ^„ X:,, k^^^.^kn grosser 
als die Einheit angenommen zu werden braucht. 



'Vn = Vx 



y: 
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Va 



yn 



ist, 



y—yjL±yLL±yjL 



yn 



n 



wodurch ^-ir also in dem vorliegenden Falle unmittelbar auf das 
bek<innte Princip des arithmetischen Mittels, dessen man sich in 
V den Naturwissenschaften. so häufige bedient, geführt werden. 
Wir wollen jetzt in völliger Genauigkeit 

also 

setzen, und wollen die den Werthen 



•^15 ^21 ^%V •^45 



Ton a: ientsprecluenden Wertbe von [^y^ die sich, weil man die den 
in Rede stehenden Werthen von oc entsprechenden Wertbe von y 

Land u kennt, mittelst des obigen Ausdrucks von ^y jederzeit be- 

' reebnen lassen, respective durch 



Ayo Ay25 Ayi> Ly^y • .- • A?/» 

bezeiebnen. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämmtlicb 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler hal- 

:ten, so braucht man ^lit der Bestimmung der Coefficienten a^ b^ 
Cf d, , . . .j nicht weiter vorzuschreiten, und kann mit hinreichender 

■Aniiäberung 

y=^ 2yn 

•etzen. Halten sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 
simmtlicb innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobacbtungs- 
ihler, so muss man weiter das folgende Verfahren einschlagen. 
Weil 

y=zau + 6v + cw+dai'-\^ . . . , 

\Wty so ist offenbar 

id folglich, wenn man 

V=iu' 2Vn + A^> 

» = ?/ 2%n + A^^ 
U. 8. W. 



st, da offenbar jederzeit 



2un ^= Sv^ 



«5 



10 nach dem Obigen 



u'2lfn = fi^Sfift = fi 



j^=6 A«' + ^ ^w-i-d /\« + . . . . 



1 > 
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Die den Werthen 

<*• ni* /!/• nf» ^t/* 

•^l> •*'2» •*'S9 •*'4> • • • • •*'« 

von a? entsprechenden Werthe ron. ^Vy /^Wy ^z, . . . ., welch« 
respective durch 

Ä«'!» Ä«'«» A«'i> A«'« • • • A«'«; 

A««'!» A«^a^ A«'»» A«'45 • • * A««'«; 
A«i5 A«aj A«i> A«45 • • • A»«; 

u. s. w. 
bezeichnen wollen, kann man mittelst der Formeln 

U. S. W. 

jederzeit berechnen, und kann alsH) auf die Gleicliun<r 

Ay == ^A^ + ^A*^ + ^^A« + . . . . 

jetzt offenbar wieder ganz 'dasselbe Verfahren anwenden, wc 
wir vorher auf die Gleichuns^ 

y =: au + Ät! -f- cw -|- i/ä -f- .... 

angewandt haben. Wir werden nämlich 

und I 

oder, wenn der Kürze wegen 



«/ = 



gesetzt wird, 

Ay=«^-5',Ay«5 

also näherungsweise 

y =^ ^^yn + «^^, Ay» 

setzen. 

In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber 

Ay=^-iAyi.-+-AV9 

also 

A*y = As' — «^^1 Ay» 

setzen, und wollen die den Werthen 

von or entsprechenden Werthe von A^y? ^^^ si<^l^ mittelst des 
gen Ausdrucks dieser Grösse immer berechnen lassen, respc 
durch 



» #■ 
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A'yi- A'^a» AViJ A*y4, . . . A*y« 

bezeichnen. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämmtlich 
innerhalh der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler hal- 
ten, so braucht man mit der Bestimmung der Coefficienten a, b^ 
c^ d^ , . , . nicht weiter vorzuschreiten , und kann mit hinreichender 
Annäherung 

Ay=«^-^iAy«j 

also 

y = «'2y„ + t;'^'! Ay« 

.setzen. Halten sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 
^mmtlich innerhalh der unvermeidlichen Beobachtungsfehler, so 
muss man ferner das folgende Verfahren einschlagen. 
Weil 

ist, so ist •ffenbar 

-?! Ay« = ^-^1 A«'« H- ^-^1 A«'^ + ^-^1 A^« + • • • -5 
und folglich, wenn man 

u. s. w. 
setzt, da offenbar 

lilso nach dem Obigen * 

.t^'^i A«'^ = «^^1 A«'« = A«' 

ist, 

' ^»y=cA*«'+^A*« + 

Die den Werthen 

^oo ar entsprechenden Wcrthe von A^*^j A**»«-*«? welche wir re- 
ftpective durch 

A*«Pi5 A*«'»» A*«'«? A*«'4> • • - A'«^n; 

A*«i5 A""««? A'^j^s, A*«4> . . • A*««; 

u. s. w. 
bezeichnen wollen, kann man mitteist der Formeln 

u. s. w. 
jederzeit berechnen, und kann also auf die Gleichung 

Thcil II.* 
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jetzt wieder ganz dasselbe Verfahren unwenden, welches wir 
auf die Gleichung 

yz=zau+ dv'\'CW + d%+ . . . . 

angewandt haben. Wir werden nämlich 



und 



^ ~ A\£i^Wn 






oder, wenn der Kürze wegen 



w 



gesetzt wird, 

also näherungsweise 

setzen. 

In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber 

also 

setzen, und wollen die den Werthen 

von ^r entsprechenden Werthe von A'^i ^'^ ^^^^ mittelst des 

fen Ausdrucks dieser Grösse immer berechnen lasseir, respe< 
urch 

A'yo A'ya» A'yu A'y*» • • • A'y« 

bezeichnen. Findet man nun, duss diese Grössen sich säiüml 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler 
ten, so braucht man mit der Bestimmung der Coefficienten c 
c, d, , . , . nicht weiter vorzuschreiten, und kann mit hinreiche) 
Annäherung 

A»y=«^^,A*y«> 

also 

setzen. Halten sich aber die in Rede stehenden Grössen ■ 
sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtü 
fehler, so muss man weiter auf folgende Art verfahren. 
Weil 

A*y = cA*««' -4- «?A** + • • • • 

ist, so ist offenbar 

-^a A'y« = c2^L^v>n + d2^%n 4- . . . ., 
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' uod folglich, wenn man 

U. 8. W. 

i 

letKt, da offenbar 

also nach dem Obigen 

ist. 

A'y=«?A*« + 

Die den Werthen 

, i^ Ij **^%i "^tJ ^'45 • • • • ^»Ä 

?on ^ entsprechenden Werthe von A**5 . • • .» welche wir respective 

dnrch 

A'«i5 A*»25 A'ä,, A*»4) • • • A*»«; 

u. s. w. 
bezeichnen wollen, kann man mittelst der Formeln 

A^» ;= A'« — «^-,A'««i 
u. s. w. 

jederzeit berechnen, und kann also auf die Gleichung 

A'y=^A'«-*- 

jetzt wieder ffanz. dasselbe Verfahren anwenden^ welches wir oben 
aof die Gleichung 

y = Ä« + ^t; + c«» + </ä + . . . . 

angewandt haben. Wir werden nämlich 



md 









9der, wenn der Kürze wegen 



. z 



A'as 



f 



gesetzt wird, 

A'y=*-3A*yn, 

also näherungsweise 

setzen. 

In völliger Genauigkeit wollen wir nun aber 

AV=ä'-^.AV«h-AV, 

also 

4* 
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setzen, und wollen die den Werthen 

/»» /jn <•• <M n/t 

•X/|j «^2) **'!? *C'(jj«»»»»«>n 

von ^ cntspreciiondcn Wcjrthc von A^y» ^i^ ^i<^l* mittelst des obi- 
gen Ausdrucks dieser Grosse immer berechnen lassen, respective 
durch 

AV/ij A^ys» A*y3. AV4, . . • AV« 

bezeichnen. Findet man nun^ dass diese Grössen sieb sämmtlich 
innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beohachtunffsfehler hal- 
ten, so braucht man mit der Bestimmung der Cocfßcienten a^ b^ 
Cy //,.... nicht weiter vorzuschreiten , und kann mit hinreichender 
Annäherung 

AV=«-»AVy«, 

also 

setzen. H;ilten sich aber die in Rede stehenden Grössen nicht 
sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtiinfirs- 
f'ehler, so muss man wieder ein ganz ähnliches Verfahren wie oben 
anwenden, und auf diese Art überhaupt immer weiter gehen, bis 
man auf eine Reihe von Grössen von der Form 

A'^yo A'^'y»» A^'ya» A"'y4r . • . A"*y» 

kommt, die sieb sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeid- 
lichen Beobachtuugst'ehler halten. 

§. 5. 

Wir wollen nun die Hauptmomente der vorhergehenden Inter- 
poiationsmethode hier nochmals in der Kürze übersichtlich zusam- 
menfassen, ohne die Erklärung der Bedeutung der gebrauchten 
Symbole zu wiederholen. 

1. Angenommen wird . dass die Function y sich in eine con- 
vergirende Reihe von der Form 

y z=. au -^ Iw -^ cw -^ dx -\- . . . . 

entwickeln lässt, und dass die den // gegebenen Wertben 

der veränderlichen Grösse a:^ von welcher die Function y und die 
Functionen e^, e;, «^, ;^, . . . , abhängen, entsprechenden Werthe 

//i» y^'i yt'> ^49 . . . -y« 

der Functiou y gegeben sind. 

2. Dies vorausgesetzt, bestimme man zuerst die Grösse i/init^ 
telst der Formel 

und die Grössen 

Ayi» Ay2j Ays, Ay4» . . . Ay« 

mittelst der Formel 
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indem man in derselben für x nach und nucli 

setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich säinmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtuugstehler huiton. 
so kann man mit hinreichender Annäherung* 

setzen. 

3. Findet man aber, dass die -in Hede stehcndon Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beuh- 
achtungsfehler halten, so bestimme man ^r und v' mittelst der, 
Formeln 



und die Grössen 

A'^i, A'y»» A'^s, A''y4» - • • A'y/*. 

mittelst der Formel 

A^y = Ay— «'-lAy/i» 

indem man in derselben für a; nach und nach 

/*• /*« /Jr» /*» '*• 

•^l' »^»5 »^35 «^4^ ••••«.«'/« 

setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtuugsfehler halten; 
so kann man mit hinreichender Annäherung 

setzen. . 

4. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen sicl 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtnngsfehler halten, so bestimme man ^a^ ^w und uf mittelst 
der Formeln 

und die Grössen 

A'yi> A'y2» ^'t/z^ AV4, . • . AV'* 

'^iJttelst der Formel 
'Odem man in derselben für a: nach und nach 

«»•• /»% /*• y*. ,*» 

**' 19 **'25 **'3J **'4^ t m , * tAf /i 

^ct2t. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
l^^lb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler halten, 
^ liaun man mit. hinreichender Annäherung 



r - ^~Sun' 



• 



I 



55 

2. Dies vorausgesetzt, bestitnuie man zuerst die Grösse a mit- 
telst der Formel 

and die Grössen 

Ayi5 Ay»» Ayi9 Ay4» • . • Ay« 

mittelst der Formel 

iDdem man in derselben für a: nach und nacli 

«Ä?|) •*'2> *^Zi ^'4* • • • «^Z* 

setatt. Findet man nun, dass diese Grössen sich sämmtlich iuuer- 
lialb der Gränzen der unveränderlichen Beobachtungsfehler halten, 
so kann man mit hinreichender Annäherung 

y=zau 

setzen. 

3. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehler • halten , so bestimme man A^' u^*' ^ mittelst der 
Formeln 

und die Grössen 

AVn AVa, A*ys3 A'y*, . . . AV« 

mittelst der Formel 

A*y=Ay— ^A«'» 

indem man in derselben für a: nach und nach 

<*• /*• /»% /** />• 

setzt. Findet man dann, dass diese Grössen sich sämmtlich inner- 
halb der Gränzen der unvermeidlichen Beobachtungsfeh jer halten, 
so kann man mit hinreichender Genauigkeit 

y = a«f + 6^v 

setzen. « 

4. Findet man aber, dass die in Rede stehenden Grössen sich 
nicht sämmtlich innerhalb der Gränzen der unvermeidlichen Beob- 
achtungsfehler halten, so bestimme man A^» A*^ u°^ ^ mittelst 
der Formeln 

und die Grössen 

A'yi» A'y», AVsi ^'y^^ . • . A'yn 

mittelst der Formel 

A'y=A*.y-'cA''«s 
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# 

ist, so ist offenbar 

fc./ — 



fcV — ^ 



uod folglich 

Weil ferner nach dein Obigen 

^« = * — «/2«n, 

u; s, w. 
ist, so ist offenbar 

u. s. w. ' 

Wegen der Gleichung 

Sun 

ist aber offenber 

^ , -2"///« 

und folglich, weil augenscheinlich 2iin = iSWn ist, 
also nach dem Vorhergehenden 

Nach dem Obigen ist ferner 

, Av 

also offenbar , 

-^*^«— ^Aij;;' ^'^«— staj;:' 

d. ]. nach dem Vorhergehenden 
Weil nun 

u. s. w. 
■ist, so ist offenbar 

2^^Wn = 2^Wn — 2l/„2iA^n, 
U. 8. W. 



58 



und folglich nach dem Vorhergehenden offenbar 
Ferner ergiebt sich aus den obigen Gleichungen 

• 

u. s. w. 
Wegen der Gleichung 



f/ = 



SiAVn 



ist aber offenbar 



2',t/n = 



^xAVh 



und folglich, weil aagenscheinlich 2^^Vn= ^i^Ph ist, 
also nach dem Vorhergehenden 
Nach dem, Obigen ist ferner 

A*Uf 



u/ = 



S^A^Wn' 



also offenbar 



SH^wn 



^lA^M^w 



S^A^Wn 



' 'S^A Wn * S^A*tan ' 1S13A 

d. i. nach dem Vorhergehenden 

Weil nun 

A»» = A'* — «^^, A*Än. 
u. s. w. 

ist, so ist offenbar 

u. s. w. 

und folglich nach dem Vorhergehenden 

J^A'*« = ^5 • • • • 
Ferner ergiebt sich aus den obigen Gleichungen 

u. s. w. 
also nach dem Vorhergehenden 

2,A*«« = Ö) • • • 
Endlich erhält man auch 



^w,r 



' \" 



i 



59 



,^»«« = ^.A*«« — -a««/«^, A**«» 



Wegen der Gleichung 



u. s. w. 






ist aber oiFenbar 



2^ti/„=: 



S^A^Wn 



und folglich, weil augenscheinlich 2^^''wn = ^^t^^f^'u ist, 

also nach dem Vorhergehenden 

^,A'«n = 0, 

Nach dem Obigen ist ferner 



also offenbar 



2%^n = 



-2"A»«ii 



Ä,A»a4' 



, ^lA'atu V */ _£«A'J!1' 



«,«-„ — Ä.A'as«' 
d. i. nach dem Vorhergebenden 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar. 
Man kann aber auch noch andere Bedingsgieichungen finden. 
Weil nämlich nach dem Obigen bekanntlich 

ist, so ist offenbar 

^.ilnd folglich, weil nach dem Vorhergehenden 

irt, 

^Ayn=o. 

Weil ferner nach dem Obigen 
iit, so ist offenbar 

•^1 A'y« = -^1 Ay« — -I ^n^i Ayw ; 

lad folglich, weil nach dem Vorhergehenden 

,^Ay/. = 0, 2t/n = 0, 2,v'n=l 
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Auf äbnliche Art ist uach <ieai Obigen 
und folglich « 

^A'yn = ^A'y« — ^«^«^2 A*yn, 
-,A'y«='^iAV« — ^i^'n-aAV«» ' • 

-2*2 AV« = -^a A*y« — ^3«»'«^» AV/* 5 

ulso ist, weil nach dem Obigen 
ist, 

Ferner ist nach dem Obigen 

AV=A"y— »'-^sA'y«> 

folglich ■ ■ 

-^2 A*yn = ^2 AV'» — -^2« «'2', A"y«, 

-3 AV« = -^s A"y« — '2',3'„-5'3 A^y«; 
also, weil nach dem Vorhergehenden 

ist, 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann, ist klar. 

Die Vortheile, welche die in diesem Aufsatze entwickelte Inter^ 
polationsmethodc gewährt, hier noch besonders aus einander %% 
setzen, halten wir für völlig überflüssig, da dieselben zu sehr gan* 
von selbst in die Augen springen. Jedenfalls bilden aber die vor- 
her bewiesenen Bedingungsgleicbungen ein nicht zu übersebeodeä 
Hauptmoment bei dieser schönen Methode, die wir den Physikern 
zu recht häufiger und fleissiger Anwendung empfehlen möchten. 
Auch hoffen wir, wie schon im Eingänge erwähnt worden ist, bald.^ 
selbst eine Anwendung derselben auf einen wichtigen physikali8cli<~~ 
Gegenstand im Archive mittheilen zu können. 
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III. 

Die Gleichung^ der Ellipse a^yr^'\'b^X'=:a'^b^ 
auf einfache Weise entwickelt aus der Grund- 
eigenschaft v-^-vzzi^a. 

Von 

Herrn Dr. Fr/Heincn, 

Director der Realschule zu Düsseldorf. 



Es seien in unten stehender Fi^ur M der Mittelpunkt einer 

P 




niipse; F.'F' ihre Brennpunkte, FPz=:v, FP^zv' die nach 
cbem Punkte P derselben gezogenen Leitstrahlen ^ das von P auf 
tie grosse Axe =2« gefällte Perpendikel PQ,'=, y^ das S tück 

Jffi der^ grossen Axe = ^, und MF=, MF'-=. \/a* — ö^=e. 
Ahdann ist 

PF^'-FQ^ = Pr^-'F'Q^y 
oder PF" — PF^ = FQ^ — FQ*, 

oder f* — t/* = (^ -4- a:)^ — (e — ^)*, 
oder {v-+-t/) {v — t/) = 4c . ^ ; 
•ho, weil t; + «/ = 2» ist, (1) 

t; — 1/ = — . (2) 

Aus (1) und (2) folgt » = «-h^. (3) 

E» ist aber auch FP= VTW+QP^ 

r oder e; == V/(7+"^)*"+y* (4) 

uthin wegen (3) und (4) 
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der OeflFbuDg gestellt; liegt alsdann der andc're Schenkel zur lin- 
ken Hand, so soll der Winkel positiv, ffegentlieils negativ genoin- 
■leD werden. Es seien nun für die Winxel 

ABC=a, ABD = ß, BCD = y, ACD=:8 

beziehlich Aß^ AB^ BC und AC die ersten Schenkel. 

Man sieht sogleich, dass All^ darauf hinausläuA:^ eins der 
Dreiecke ABD oder ACD zu bestimmen; wir wählen das erstere, 
nennen qp den Winkel ADB und bemerken, dass derselbe mit /^ 
stets gleiches Zeichen hat. 

Aus der Betrachtung der Dreiecke erhält man alsdann in völli- 
ger Allgemeinheit 

AB sin y BC .___ sin (c^f-y — <f ) BD sin y 

'BD sin (7>-#./?)' iB sin (y — <f) ' BV sin (a-j-y— 7)' 

bierans 

sin (y. -f~/g) sin y sin (« -f- y — ^) 

sin 9> sin (y — cf) sin (a-f-y — /S)' 

und weiter 

^*» 5^ — sin /J sin (y ^=7)1iir (^.fTIlT) - C«*ff P- 
Bestimmt man noch den flülfswinkel £ aus der Gleichung 

^ jj ^___ sin y sin (c -^ y ~ cf ) . 

Cotg § — gj^ (y — (f) sin (a-f-y — ef) sin /J ' '"^^ 



so wird 



Cots » =±: "i" i^ ~ ^1 (Ä) 

^^ ^ sin /J sin ^ • • • • i ^ 



und aus {A) und (iff) lässt sich nun 9) ohne alle Zweideutigkeit 
finden. Die übrigen Stücke der Figur ergeben sich' dann ohne 
Schwierigkeit. 

11. 

Deber eine Beziehung, welche zwischen 4 Punkten, die 
in einer Ebene liegen, statt findet. 

Sucht man die Bedingungsgleichung dafür, dass vier JPunkte, 
deren Coordinaten ^,, y», »,; ^a, y^, %^i ^,, y„ «, ; ^4, 3^45*4 
nnd, in einer Ebene liegen, so gelangt man bekanntlich zu dersel- 
ben, wenn man in die allgemeine Gleichung der Ebene: 

Ax^ By-^ C%-\- D=^^ 

für die Coordinaten ^9 y^ % nach einander die Coordinaten der 4 
Punkte setzt, also die Gleichungen 

Aa:^ + By, + Csi-f-ü^rzrO, 

Aa:^ + By^ + Cjs, -»- /> = 0, 

Aa:^ -f- By^ + 6&, + /^ = 0, 

^^^ + J?y4-|- C54H-Z> = 

bildet und aiis denselben die Grössen A^ B^ C^ D eliminirt. 



^r 



1 ». 



:,.- ' 



. w 



1 

■j ■■' .1 






' 's • 



» 

* 



-i 

•1 



■ i. 
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.■■■•] 

■ -j' Führt man dies aus, so gelangt man zu einer GleicbuDg zwi 

den Coordinaten der gegebenen 4 Punkte, die wir zu un 
Zwecke unter die Form. 



•^1 1(y4«8 — ^3*4) + (^2*4 — ^4»») + (yi«a — ya«i) 
+ ^2i(yt«4— ;/4«8)+(y«Äi --y.^4)-i-(yi«« --y,*i) 



;. '"1^ bringen. Nehmen wir nun an, dass das zum Grunde liegend 

^rdinatensystem ein rechtwinkliges ist und betrachten die Proj 
' neu der 4 Punkte auf die i/s Ebene, bezeichnen dieselbe! 
(1), (2), (3), (4) und setzen voraus, dass (4) derjenige Punk 
welcher innerhalb des von den drei übrigen gebildeten Dr< 
^(1 2 3) liegt, so kann man nach bekannten Sätzen die 
Gleichung auch so ausdrücken: 

^1 A(2 3 4)+^^, A(13 4) + ^, A0 2 4) = ^, A(12 3).. 

oder wenn man bedenkt, dass 

A{2 3 4) + AO 3 4) •+-. A(i 2 4) = A(i 2 3) 

ist, auch folgendermassen : 

.(^.-^4)A(2 3 4)-H^,-^.)A(l 3 4)+(^.-^«)A(l 2 4>=0 

Nennen wir nun den Punkt, welcher innerhalb des von 
drei anderen Punkten gebildeten Dreiecks liegt, den inneren P 
so, können wir den in der Gleichung (1) in analytischem Gev 
ausgedruckten Satz also aussprechen: 

Wenn man drei Punkte und einen innern derse 
auf eine beliebige Ebene projicirt, und sich die Pyr 
den gebildet denkt, welche einen der gegebenenPu 
und die Projectionen der drei anderen zu Eckpun 
haben, so ist diejenige Pyramide, welche den inu 
Punkt zu einem Eckpunkte hat, gljeich der Summe 
drei anderen Pyramiden. 
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V. 

Deber einen Lehrsatz aus der Wahrsclieinlich- 

keitsrechnung. 

Von 
Herrn Doctor A. R. Luchterhanut 

Oberlehrer am Gyinnasiiiin zu Königsberg in der Nenmark. 



Poisson giebt in seinem Lelirbucbe der Wahrscheinliclikeitsrech- 
ODDg, S. 31 nach der üebersetzung van Schnuse, für die Wahr- 
scheinlichkeit ,17^ aus. einer Urne^ in der ursprünglich a weisse und 
h schwarze Kugeln enthalten sind , in ^i Ziehungen m weisse und 
n schwarze Kugeln in einer beliebigen Ordnung zu ziehen , wenn 
die jedes Mal gezogene Kugel nicht wieder in die Urne zurück- 
gelegt wird^ den Ausdruck: 

1.2.3 Hl. 1.2.3 92.1.2.3 <;.1.2.3 (a — m) 1.2*3....(i6 — n) 

Mi" — 1) (^ — 2) (»»H-1) 

fl(g— 1) (« — 2) (g -- «I -f- 1) />(^ — 1) (b — 2) (b-^n-^l) 

^ c(c— l)(c — 2) (er — /*-|-l) > 

worin c = a + ^ gesetzt ist. 

Es heisst dann ebendaselbst in der Note: ,,Nach ^ Ziehungen 
TOD m weissen und n schwarzen Kugeln ist die Wahrscheinlich- 
keit, bei einem neuen Versuche eine weisse Kugel zu ziehen, von 

den Zahlen «» und n abhängig und =-t, wo a''=^a — m und 

dzzzc — (m'-^-n). Aber für eine Person^ welche bloss wüsstc, dass 
ans der Urne fi Kugeln gezogen sind, aber nicht, wie viele weisse 
ind wie viele schwarze, wäre die Wahrscheinlichkeit des Zu^es 
einer weissen Kugel hei einem neuen Versuche von der Wahr- 
scheinlichkeit —r sehr verschieden, und nach einer uns eben von 

F. Mondesir, ehemaligem Schüler der Ecole Poljtechnique, mitgc- 
theilten Bemerkung ist die in Rede stehende Wahrscheinlichkeit 
von den Zahlen m und n unabhängig und wie vor den Ziehungen 

= —-." Poisson bemerkt dann ferner, dass Mondesir in dem 
c ' ' 

Journal der Mathematik von Liouville den allgemeinen Beweis für 

idiese Behauptung bekannt machen werde. 

Thdl IL \ 
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lüinbcit nelinien inuss. Mit Rücksicht hierauf erhält man nuu, 
er AbsoDileruDg des gemeinschaftlichen Factors 



M= 



die gesuchte Wahrscheinlichkeit W den Ausdruck / ^ 

=il#j(»-l) (flH-2) («-|ti)+/i*(»— 1) (a— 2) . . . . (a--^+l)/y 

+ ^^^~ - ^ (^-1) («-2).. ...(«-Ai + 2) Ä(^~l) 



1.2.3 



(« — 1) (« — 2) . . . . («—^+3) fj(6—\ ) (/y— 2) ^ 



+ jt*(« — 1) ö{lf^l) (/y — ji* -|r 2) 

-f- ^(Ä — 1) (Ä-2) (^-^4- 1)|. 

Bedenkt man nun, dass für a-\- ß=:z/ die hekatinte, a^uch von 
sson a. a. 0. erwähnte Relation 

-l)(r-2).^. .(;'~iw+l)=a(a-l) (a-2) («~/M-l) 

-h/i£«(a— 1 j (a— 2) .... («— ^-f-2)j8 

+^^^f— «(«-1) («-/^+3) /9(/?-l) 



fiaßiß^l) (/?-2) (/J-Ai + 2) 

-*-/?(iS~l) (/9-/.-H1) 

itt findet, und dass, wenn man darin a = a — 1, ß=:d, also 
zrc — 1 setzt, die rechte Seite gleich der Grösse ist, womit in 
iserem Ausdrucke für W die Grösse M zu multipliciren ist^ so 
giebt sich 

n= ^(c - 1) (c -2) (r- fi), 

Bil wenn man für M seinen Werth einsetzt, 



w=^. 



ras bewiesen werden sollte. 
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VI. 

Vom Kapitalisiren der Zinsen im Laufe d 

Jahres. 

Von 

Herrn Doctor Rädell 

zu Berlin. 



Ist p der jährliche Zins eines Thalers, so DeDii| man r=l- 
den Zinsfuss, und ein Kapital K g^eht am Ende des Jahres da 
das Hinzutreten der Zinsen in Kr über, so dass man den Zinsf 
als denjenigen Faktor betrachten kann , mit welchem man ein I 
pital A zu multiplicircn hat, um den durch das Hinzutreten 
Zinsen hcrvor^eg^angencn Wcrth desselben am Ende eines Jah 
zu erhalten. Nach demselben Zinsfusse geht das Kapital JK in 
Jahren in 

(1) Km = Kr^ 

über. Diese Formel gilt zwar zunächst nur für den Fall, wo > 
Zinsen am Ende eines jeden Jahres zum Kapitale geschlagen d 
für die fernere Dauer des Geschäfts verzinst werden; kann al 
auch auf die Kapitalisirung der Zinsen jedes beliebigen and( 
Zeitiutervulls ungewandt werden , wenn man unter m die Aozi 
dieser Intervalle und unter r den einem solchen Intervalle zuko 
mcnden Vermehrungsfaktor versteht. 

Nimmt man' demzufolge an, dass »' der — jährliche Vermc 

rungsfnktor ist, und dass das Kapitalisiren der Zinsen von — 

— Jahre geschieht, so ist der entsprechende jährliche Vermehrung 
faktor 

(2) r^ =*'«». 

Will man diesen mit dem Zinsfusse r dergestalt vergleichen, di 

die zu Grunde liegenden Zinsen beider der Zeit nach proportioi 

• ' r 1 

werden, so hat man *' = lH zu setzen, wodurch sich 



(:i) r'=(l+l i) 



ergiebt. 
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Dieser Ausdruck wird, seiner Bedeutung oacb, offenbar mit m 
wacnsen, weil alsdann um so öfter Zins von Zins genommen wird; 
nm solcbes aber aus der Formel selbst deutlicber bervortreten zu 
lassen y als es unter ibrer gegenwärtigen Gestalt gescbicbt, und 
sngleicb die Grenze des Waebstbums zu ündcn, entwickele man 
den Ausdruck recbts nacb dem binomiscben I^ebrsatze. Hierdurch 
ergiebt sieb 



m' 1.2 ^^^ nr ^ 97r 1.2.3 



12 3 
wo offenbar die Subtrabenden — , — , — u. s. w. um so kleiner 

m m tn 

werden, je grösser fn wird, woraus bervorgebt, dass jedes einzelne 
Glied der Reibe uüd demnacb aucb r' mit m zugleich zunimmt. 

Setzt man voraus, dass die Zinsen von Augenblick zu Augen- 
blick fällig und zum Kapitale geschlagen werden, so erhält man 
offenbar den möglich grössten Werth, den der jährliche Vermeb- 
mngsfaktor zu erreichen im Stande ist. In diesem Falle wird man 
aber das Jabr in unendlich viele Intervalle zerlegt denken müssen 

12 3 

und «• = <» zu setzen, -r-, --, —• u. s. w. also als Null anzu- 

M fn m 

■eben haben, so dass sich 

(4) lim W—l+fr-ljH n2~ "*" T^Trs" + 1 .2. 3 .4+ ' • 

«rgiebt. Obgleich man aus der Analysis weiss, dass für die Reibe 
lechts die Potenz c»*- 'i, wo ^ = 2 , 7182818 . , . , gesetzt werden 
[' kiDD. so mag die Entwickelung dafür, da sie sich leicht aus dem 
vorhergehenden ergiebt, hier nachfolgen. 

Kebrt man nämlich zur Gleicbung (3) zurück und bringt die-, 
lelbe unter die Form 

•^^ r — 1.— :3 .^ . 1 — 



^ ^ ' m ' ^ ^ m:{r — 1)' ' 

io sieht man, dass die Potenz recbts mit der in (3) übereinstimmt, 

•wenn man hierin r — 1=1 und m = r setzt. Da nun 



■it m zugleich unendlicb wird, so ergiebt sieb nach (\) 
•^^ 111 

lim. V^'^=2+]r72+]-7273+ rTTTäTTi"*-- •=^' 

tlio wie vorher, 

(5) lim. r' = e'^~i. 

Ist jetzt der — jährlicbe Vermebrungsfaktor s'\ setzt man bei 

demselben aber voraus, dass zwar auch die Zinsen alle — - Jabre 

W\^ werden, dass dieselben jedoch bis zu Ende des Jahres nur 
in einfacher Verzinsung genutzt werden können, so erhält man den 
jabrlicben Vermehrungsfaktor auf nachstehendem Wege: 

Am Ende- des ersten Termins erbält man von jedem Tbaler 
die Zinsen s*' — 1; diese giebt, nacb der Voraussetzung der ein- 
fachen Verzinsung bis zu Ende des Jabres, für die noch übrigen 
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(9) *' = V/r 

prilälr, wenn man r statt r, setzt. Hieraus f<»Jgt aber 

hn 

^'>_ 1 = \/l_|-(r— 1) — 1 



^mr 



m 



7n' 



also, bei «ler Kleiolieit von r — 1. s' — l 



. <l. Ii. die — jähr- 



lieben Zinsen sind in diesem Falle kleiner als die dem Zinsfusst; r 
lugeliörigen Zinsen für dieselbe Zeit. 

Will map statt der Formel (9) einen binlänglicb genauen Nahe 
rongswerth ohne Wurzelzeichen setzen, so nehme man 






ax 



i • i -f- to' 

wo .r eine sehr kleine Quantität bezeichnet, fs und ^j aber iier<^'e- 
stalt bestimmt werden sollen^ dass der angenuinmeneu («Icichuna* 
80 viel als möglich i>ei)üge geleistet werden . und das Zeiphcn i^ 
»ndeuten soll, dass nur von einer Annäherung die Rede ist. Aus 
I dieser Gleichung ergiebt sich 

Bei der vorausgesetzten Kleinheit von x wird man also der Wahr- 
heit am nächsten kommen, wenn 

m(a — /^ = l und r — a^ — m^ad H ?=^— //* = 

gesetzt wird , weil dabei* nur die dritte und die höheren Potenzen 
Ton a; unheriicksichtigt bleiben. Statt der zweiten <i!k*ichuug kaiiu 

■an aber schreiben -^ {a -^ fß)- — — V/« — //*) = (), d. h. mit Be- 
rocksichtigung der ersten (lieicbung ^/* — ^* = — oder wenn man 
[ durch a — ^ = ^ dividirt , ^ -f- <^ = 1 , so dass also « = — 2w~" 
W<1 * = -^-j folglich 



m 






folgt 

\ott der äogenähcrtcn Richtigkeit dieser (ilcichung kana man 
sich au^h -a posteriori überzeugen^ wenn man beide Seiten dersel- 
ben nach Potenzen von x entwickelt, wodurch man 
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24 ^m^ "*" • 

2m-i-(m^ l)a: / .j^^. w — 1 .^v^ (w— i) (w — 1) ,_£ 

2wi + («I — I]i — '^^m' 2 ^«i^ "*~ 4 ^iw' 



1) (»1-1) (m-1) ,fP.^ 
8 ^m^ 



(m 

also (iurcli Subtraktion 

lypT" — 2//i-H(»i4-l)>f «1*— 1 .g^^., (i»a— i) (3y/i-,2) /j£w , 

Ki-t-^ 2»i-f-(«i— l);r — 12 ^w' 24 ^«i' 7" 

erhält, woraus 

(10) \/ 1-1- ^ = 2« + (,« _ iH^' »'ff < —[2— (m> 

folgt. 

Will mau diese Formel auf die Gleichung (9) anwenden, so 
man ^ = r — 1" zu setzen, und erhält 

^**^ * =2w-|-(i/i-l) (r-1)» "'"• ^ 2 ^ m ^ 

«der 

r — 1 



V — 1 = 



«w H jr — (r — 1) 



Ist der -— jährliche Vermehrungsfaktor aus dem gegebenen js 

liehen für den Fall su finden, dass die Zinsen eines jeden Tern 
bis zum Schlüsse des Jahres nur einfache Zinsen tragen, so 
man die Gleichung (6) nach «" aufzulösen. Setzt man der Glei 
formigkeit wegen wiederum r statt r,, so führt die ebengenac 
Gleichung vermittelst einer einfachen Reduktion auf 



2 ..„ .. 2(r-l) 



^ ' m — 1 ^ ^ mim — 1) 

und giebt also 

•"-1= — -^^VW=\- 

m — 1 r m{m — 1) 



(«1—1)»' 



wo aber in unserm Falle, wo s"^\^ nur das positive Zeichen 
nommen werden darf. Demzufolge erhält man 

(12) *^-l=^ J-1 -1-1/1+2(1 -i) (»—1)1 

oder mit Anwendung von (10), wenn «s=2 und ;r=2(l )(r' 

'gesetzt und reducirt wird, 
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(13) *"— 1 = 



r-l 



m 



m — 1 



(r-l) 



-, Diff. 



(^)' (^)s 



tn 



W0/-1 



r — 1 . 1 , 

und die Diff. deshalb mit _^ . multiplicirt ist, 



m 



weil ^' — 1 diesen Faktor hat, so dass ^ = s" ist. 

Man kann diese Formel auf folgendem kurzem Wege finden, 
wenn man die Inkonsequenz zulassen will, für einen und denselben 
Zeitraum zwei, wiewohl nur sehr wenig verschiedene VermehruDgs- 
&ktoren anzuwenden: 

Ist «" der — jährliche Vermehrungsfaktor und r der entspre- 



m 



r — 1 



ebende Zinsfuss , so wird wenig verschieden sein von *" — 1, 

jedenfalls als ein Näherungswerth des letztern angesehen werden 
können. Wird daher die obige quadratische Gleichung auf die Form 



#"— 1 = 



r-\ 



mifn^ (," _ 1) 



m 



r — 1 



statt s" — 1 setzen ) und erhält 



gebracht, so kann man rechts 

dann für y den unter (13) stehenden Ausdruck. * 

Will man aus dem gegebenen jährlichen Vermehrungsfaktor 
den entsprechenden, d. h. denjenigen Zinsfuss finden, dessen Zin- 
sen den Zinsen des gegebenen Vermehrungsfaktors der Zeit nach 
proportional sind, so hat man für den Fall, dass der Vermehrungs- 
nktor von Termin zu Termin nach Zins und Zinseszinsen genom- 
■en werden soll, die Gleichung (3) und für den Fall, dass beim 
l^egebenen Vermehrungsfaktor die Zinsen eines jeden Termins bis 
xam Ende des Jahres nur einfache Zinsen tragen, die Gleichung 
(7) nach r aufzulösen. 

• Ans der erstem der beiden genannten Gleichungen findet man 
•fcer 



(14) r = l-|-«w(V/r'— 1) 
oder mit Anwendung von (10) nach einigen leichten Reduktionen 



(15) r = 



(3 — —) (r-^J) 
m ^ / 



, DiAF. <^(l-^)(r'-l)% 



2-|-(l— ^) (r'-l) 

wo für die Differenz eine ähnliche Erinnerung gilt wie bei (13). 

Ans beiden Ausdrücken sieht man, dass r abnimmt, wenn m 
i&bst. Cm die Grenze dieser Abnahme zu finden, setze man 

« 1 

l/*^={l + (r' — 1)1"* und entwickele diese Potenz nach dem bi- 

lomisehen Satze. Hierdurch findet mau 

-l + (r'-.l)~(l~_) 1 o +(1-^) (2-^) TT2.3 •• 



m' 



1 . 2 



für «i=:qo 



(10) |im.r=H-(r'-l)-j(/-'-l)«-+-|(r'-l)'-;(r'— 1)« + ... . 

wofür .man bekanntlich 

lim. r = I + /y» . r' 

setzen kann. Dieser Wertli für lim. r iiiitfc sich auch unmittelbar 
erffebcu, wenn man die hierher^cliörende <«lcichunff (5) nach r 
aufgelöst hätte. Will man in der Praxis den natiinicheii Loga- 
rithmus mit dem gewöhnlichen vertauschen, so hat man 

, log »-^ log r' log r' « iiio^fi.M v^ 1 » 

^'^ • ^ = 1^ eJ — Ig 2 . 7182818 " . 4342945 — ^ ' «*"^»^* X «»K »• 

zu setzen und erhält also 

(17) lim. r= 1 + 2 . 3025851 X log r'. 

Verlangt man statt dieses Ausdrucks einen bequemeren, so hat 
man in (15) — = zu setzen, und findet dann folgenden hin- 
reichend genauen Näherungswerth 

(18) lim.r = |^, DifF. <^(r'-l)'. 



für welche Formel sich der Zusammenhang mit (10) sogleich cr- 

giebt. wenn man , . = ^ «./y^^ \\ schreibt, und den letiten 

Quotienten durch gewöhnliche Division in eine unendliche Reihe 
verwandelt. 

Zur Auflösung der Gleichung (7) gebe man ihr vorher die 
Form L 

(, _ 1). + - ??'l- (, _ 1) = ?^(!^>, 



woraus 



r 






folgt, indem wiederum wegen r^l nur das positive Wurzplzcicheo 
genommen werden darf. Statt des eben gefundenen Werths kann 
man auch setzen: 



(19) r-l=^ |_H-|/n-2(l-l)(r"-l)} 



oder mit Hinzuziehung von (10). wenn man hier «i = 2 und 
.r = 2(l -) {r" — 1) stetzt und redncirt. 



(20) /• = 



(3--)(r"-l) 

2 + (I--— ) (r"-I) 
I 



, Diff. 



» r^-i)Mr"-l)». 



m 



Setzt mau — = 0, so erhält man aus (10) 



?n 



(21) lim. r = l/V'~ I 
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^Of ^0> ^O) • • • f(09 "Oi ^O 5 * 

^l> ^1> ^15 • • • ^19 ^1> ^1 i 

''^a^ ^2» ^2J • • • §25 ^a> ^2» 

^•> ^S> ^83 • • • S^2^ ^»5 ^99 

u. s. w. 

sämmtlich bekannte Grössen bezeichnen, gegeben seien, und dass 
aus diesen Gleichungen die in Rede stehenden n unbekannten 
. Grössen bestimmt werden sollen, wobei es zuerst vorzüglich auf 
den Beweis des folgenden Lehrsi^tzes ankommt. 

§. 3. 

JLehrsatx, Wenn a^b^c^ d^ ...g^ h beliebige ungleiche 
. Grössen, deren Anzahl n sein mag, bezeichnen, und 

Y^c — a) {c — b) 
Xid-^arid-^-b) (il-^c) 



X(Ä — ») (Ä — Ä) (// — €?) {/t'-d)...(A — g) 

gesetzt wir4; so ändert das Produet Pn jederzeit sein 
Vorzeichen ohne seinen absoluten Werth zu ändern, 
wenn mau zwei beliebige der Grössen a, b, r, d^ , , . g^ h 
gegen einander vertauscht. 

Beweis. Dass dieser Satz für » = 2 gilt, erhellet auf der 
Stelli{ ans einer blossen Ansicht der Gleichung 

P^=b^a. 

Bben so leicjit erhellet, dass derselbe für » = 3 gilt, wenn man 
■it dem Producte 



p^—(b-a) (c — a)Ac-ö) 



die Producte 



{a — b) (c — b) (c — «), 

(b — c) (a — c) {a — ä), 

(c — a) {b — a) (b — c), 

welche ans jen^m durch Vertauschung von a und ^, a und er, b 
mid c gegen einander hervorgehen, vergleicht. Kann man nun be- 
weisen^ dass der Satz für 

Yic — a) (c — b) 
X(^— ») {d—b) id—c) 



X(// — a) (// — b) {h — c) (h — //)... (h--g) 
X{«-«) {i--b) (i — c) {i-d)...{i--g) (i — //) 
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m 

ist; SO ist Dach dem Obiijf.en 
X(c — «) (c — ö) 

X(/- «) (/- ^) (f- c) [i ^f) (/- r) 

X(// — ») (4 — ^) (//-^) {i-^) (/^ -^)...(/'-ä) 
X(^/— ^/) K— ^) (^/— ^) (^ — </) (6- — r/)...(^— ^/) (//--£/) 

X(C — «)(€?— ^) 

X(^ — a) (e — ö) {e-^c) (e — fl) 



v^ 



X(A — «) (// — ^) (/' — c) (// — ^) (//--^),..(// — g^) 
YXi — a) ii-^6) (i^c) (f-i/) (t-^)...t«*-5) («•-/'), 

d.i. Q = — /n-Hi9 woraus sieb ergiebt^ dass aucb in diesem Falle 
Pti+i sein Zeichen ändert ohne seinen absoluten Werth zu ändern. 

Hierdurch ist nun vollständig bewiesen, dass der Satz für 
A+i giltj wenn er für P„ gilt , und daher jetzt seine allgemeine 
Gültigkeit dargethan. 

Anmerkung. Wenn unter den Grössen a, If, Cy d, , , , g-, h 
deiche vorkommen, verschwindet das Product f^n'i und verschwin- 
det aujch jederzeit dann noch, wenn man zwei beliebige der in Rede 
stehenden Grössen gegen einander vertauscht. Man kann daher 
tifch in dem Falle, wenn unter den Grössen «r, b^ Cy d^ , . , g^ h 
;]eiche vorkommen, den vorigen Satz als gültig betrachten^ weil 
= — ist. 

§.4. 
Der Kürze wegen wollen wir von jetzt an bloss 

X{c — «) (c — b) 
X{d^a) {d--b) (d^c) 



X(/i — «) {h — b) (h — c) {h-'d),..(/i — g) 

tzen. Die Glieder, aus denen dies Product besteht, wenn mau es 
Jlständig entwickelt, haben sämmtlich die Form 

Ma^bßcY . , . gl/il^, 

9 M eine gewisse constante^ d. h. von a^ b^ c^ , . , g^ h ganz 
labhän^ige Grösse bezeichnet, und offenbar 
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bringeD, und nach dem Vorhergehenden hat man nun die folgfenden 
Gleichungen : 

9 



= .i^^o 



= ^o>5o 



u. s. w. 



Mnltiplicirt man jetzt die gegebenen Gleichungen 

u. s. w. 



a^a: 



On—tSC 



Cn-lZ 



Dach der Reihe mit A^^ A^, A^^ . . . An—i und addirt sie dann zu 
einander, so erhält man nach dem Obigen die Gleichung . 

{A^ao -{-Aya^-^ A^a^ + -^,«, + ...-!- An—ian-i)a: 

= -^0^0 +-^1^1 -^-A^k^ -^A^k^-^r . . . +-^«—1^«— 1, 
aus der sich 

>ifo0o+ ''^I^l -4- ^2^2 -1- -^3^1 -f- • • • -I- ^«— 1««— 1 

•der 



a: 



^_ "^o o "^^ ■^i"'! H^ i»2^a "f" ^t^z ~^ * * * "^ -^^ — ^^^^^* — ^' 



TT 



trgiebty wodurch also o: gefunden ist. Bei der wirklichen Ent- 
Wickelung des a: hat man sich , wie hieraus hervorgeht, auf fol- 
gaide Art zu verhalten: 

Man entwickele das Produrt 

y{c ^a) {c — Iß) 
X(^-«) {d—b) (d^c) 



X(Ä — «) (/i — b) (h — c) (// — </)... (Ä — ^) 

Qd verwandle in allen Gliedern, welche jedoch durch Einführung 

fcs Exponenten Null jederzeit sämmtlich so dargestellt werden 

lassen; dass jede der Grössen a^ b^c^d^.,,g^ h in ihnen als 

Factor vorkommt, die Exponenten in blosse unten zur Rechten der 

eBteprecbenden Grössen stehende Indices; so ist der Ausdruck, 

welchen man auf diese Weise erhält, der Nenner des Bruchs, 

durch welchen die unbekannte Grösse an dargestellt wird, aus dem 

in dann ferner den entsprechenden Zahler erhält, wenn man für 

überall das- Symbol k setzt. 

TfaeUU. , 6 
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Nach dcir aus dem , Obigen beki^nten Grandeigeuschaft der 
Function 

oder vielmebr der Function P ist aber 

5p(Ä, Äf, c, d^ . . . gi /i) = — J5p(a, Ä, c, d, . , , g, /i)y 
y(r, 6, a, d, . . .gf A) = — sp(», Ä, c, «?, . . . g^, A), 

■ 

u. s« w. 
y(Ä, ^, c, d, . . . gi a) = — 9P(«, ^, er, <^ . ; . g*, ^), 
jind natürlich ebenso 

9(Ar, «, <?, Äf, . . . g, Ä) = 5P(», ky Cy d, , . . gy A)y 

^(ky by Uy dy . . . gy Ä) = — ^(a, by ky dy . . , gy A)y 

U. S. w. 

yf^, b^ Cy dy . . . gy o) = g)(«, by C^ dy . , . g, ^) ^ 

also ' 

y(^, b, c, dy , , , gy h) 

ifißy b, Cy dy . . . gy A)' 

y(g, k, Cy dy . . . g, h) 

y y(a, byCydy ... gy by 

y(g, by ky d, . . . gy h) 

y(a, b, Cy dy . . . gy A)' 

U. 8. W. • ' 

yfa, />, Cy dy . . . g, k) 

^ 9)(a, b, Cy dy . . . gy hy 

s 

woraus die Richtigkeit der obigen Regel unmittelbar erhellet. 

Um diese Regel durch ein Paar Beispiele zu erläutern , habe 
zuerst die zwei Gleichungen 



nt den zwei unbekannten Grössen Xy y. In diesem Falle ist 

P=b — a 
•der Tielmehr 

P^zna^'b'^ ^a'b"*, 
iko ist der getneinschaftliche Nenner von jp und y 

a^bi — »i^o» 
vul die entsprechende^ Zähler sind 

k^b^ — k^b^ und »o^i — »1^0. 
Also ist 



a: 



K^i — k^bp ^i^o — ^pgi 



iseh kann man 
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{k — ä) (c — ä) (g — ^> 

^ — (^ — «) (€? — «) (c — Ay 

darstellen, wenn man nur nach der Entwickelun^ der ZUliler und 
des gemeinschafr liehen Nenners alle Potenzexponenteo auf bekannte 
Weise in Indiens verwandelt. 
Sind die vier Gleichungen 

a^a: + ^,y-H c^% + d^u = k^ 

zwischen deik vier unbekannten Grössen o?, y^ x^ u gegeben ^ so 
ist auf ganz ähnliche Art 

{h — k) {c — k) {c — h) (d—k) {d — b) (d—c) 

^ — (b — a) {c — a) {c — b) (d—ä) {d^b) (d—c)' 

jk-d) (c — a) jc-^k) (d-a ) { d--k) (d—c) 

^ — (b'-a) {c — a) (c^b) (d—a) (d — b) (d—c)' 
jb-^a) jk — a) (k — b) (d-^a) jd — b) jd-^k) 
* — {b — a) (c — a) (c — b) (d — a)(d—b) (d—cY 

_ (b-a) (c-a) (c — b) (k-a) (k-~b) (k — c) ^ 
^ — (b — a) (c — a) (c — b) (d — a) (d—b) (d—c)'' 

wenu man nur auch jetzt wieder alle Zähler und den gemeinschaft- 
lichen Nenner gehörig entwickelt, und in den einzelnen Gliedern 
alle Potenzexponenten auf gewöhnliche Weise in Indices ver- 
wandelt. 

Wie man sich in andern Fällen zu verhalten hat und die 
Werthe der unbekannten Grössen immer leicht nach der obigen 
Regel *) finden kann, erhellet hieraus deutlich genug. 

§. 5. 

Bevor wir nun ferner zur Elimination der unbekannten Grössen 
ans Gleichungen höherer Grade selbst übergehen, wollen wir zu- 
?örderst den folgenden für die ganze Theorie der Elimination der 
inbekannten Grössen aus Gleichungen höherer Grade höchst wich- 
tigen Lehrsatz beweisen. 

Ije/irsatx. Wenn zwischen zwei unbekannten Grössen 
iwei Gleichungen des mten und ^ten Grades gegeben 
sind; so kann die Gleichung, welche durch Elimination 
der einen der beiden unbekannten Grössen aus den bei- 
deo gegebenen Gleichungen erhalten wird, den Grad mn 
niemals übersteigen. 

Beweis. Zwischen den beiden unbekannten Grössen a: und y 
seien die beiden nach a: geordneten Gleichungen 



*) Dass Bezout und Cramer zwei andere beiuerkenswerthe Regeln zur 
Bestimmung der Unbekannten aus Gleichungen des ersten Grades ge- 
geben habei») setzen wir hier als bekannt voraus. 
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den beiden 'geffebeneo Gleichungen entspringt, und es komint nuu 
ledij^lich darauf an , den Grad zu bestimmen , bis zu welcliem diese 
Gleichung höchstens steigen kann. 

' Vor allen Dingen müssen wir zeigen, dass die Function ü 
jederzeit cyne ganze rationale algebraische Function von. y ist. 
^Weil nach der Voraussetzung p^^ ^y . , , ^^ t/j tt/ die Wurzel u der 
Gieiclmng 

sind, 80 ist nach der allgemeinen Theorie der Gleichungen für 
jedes a: 

=z(a: — ;?')• (^ — y) . . . (^ — u') (a: — r') (a: — u/), 
nnd folglich 

= (7'-P') {9-9') . . . (7-^') (7-^') {7-^n 

u. s. w. ' 

= ir-pl (r-/)...(r-«') {r^t/) (r-«/), 

= (#-;/) (,-yf). ..(*-,,') (^-t;') (*-«;')> 

= (' — /^') (*— ^)...(^— «^) {f—t/) (^— «/). 
Also ist 

X (^-+- /^^-i -4- 0'^'^+ . . . + FV+ W') 



X (r« + /»'r«-i + Ö'r«-2 + . . . -H FV + W") 
X (*« + /"««-^ + e'*«-2 -|_ . . . _f- p, + ll'') 
X (^ + /»'^-i -h C^-« + . . . -I- FV-I- W^'). 

Da U seinen Werth nicht ändert, wenn mau zwei beliebige 
.rfer Grössen p^ g^ . . ^r^ s^ t gegen einander vertauscht, und oifen- 
kr eine ganze rationale Function dieser Grössen ist, so ist U eine 

£Dze rationale symmetrische Function von p^ ^) • . • ^^ '» t. Aus 
r allgemeinen Theorie der Gleichungen kann aber hier füglich 
als bekannt vorausgesetzt werden, dass sich jede ganze rationale 
tfmmetrische Function der Wurzeln einer Gleichung als eiqe ganze 
rationale Function der Coefficienten dieser Gleichung darstellen 
lämt. Weil nun p^ g, . , , r^ s^ t die Wurzeln der Gleichung 

siflil, so ist U eine ganze rationale Function von P, Q, . . . ^, T, 
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I 

x(- - ^) (- - A (- --)(-- -) (- - -) 

^^y »'^y y''"^y y'^if y' ^y y' 

^^y y'^y y'"'^y y^^y y'^y y'' 

ü . . ■ . 

welches offenbar = — — ist, far unendlich grosse y nicht unendlich, 

woraus man nun. auf der Stelle schliesst,- dass der Grad von U 
oder der Gleichung, welche man erhält, wenn man- die Grösse a: 
aus den beiden gegebenen Gleichungen eliminict, das Product mn 
nicht übersteigen kann, wie bewiesen werden sollte ^). 

§.ö. 
Wir wollen jetzt annehmen, dass die beiden Gleichungen 



welche in Bezug auf dFe unbekannte Grösse a: beide vom «ten 
Grade, und deren Coefficienten 

-^05 -^I? -^29 • • • -"« — ^19 -"»» 

B^y By^ B^, . . . B„r~ji Bn 

cönstante Grössen oder beliebige ganze rationale algebraische 
Functionen anderer unbekannter Grössen, nur nicht von a:, sind, 
* gegeben seien, und wollen zeigen, wie sich aus denselben die un- 
bekannte Grösse a: jederzeit durch ein auf sehr einfachen Princi- 
pien beruhendes Verfahren eliminiren lässt. 

Multiplicirt man nämlich die erste der beiden gegebenen Glei- 
chungen mit — Bq, die zweite mit ^o» ^^^ addirt die Gleichungen 
dann zu einander; so erhält man, wenn der Kürze wegen 

J^B.^A, B^=C^, 

A^B ^ — -^s Bq 3= C,, 

u. s. w. 

A^Bn~-\ — An—\ Bq = Gt— ^, 
A^Bn — An Bq ^= CJ»— 1 

gesetzt wird, die Gleichung 

L Multiplicirt man ferner die erste der beiden gegebenen Gleichungen 
Bit Bm die zweite mit — An-i und addirt die Gleichungen dann 
wieder xu einander; so erhält man, wenn der Kürze wegen 

AqBji — An Bq'=i Dq^ 
A,Bn-An B,z=:D,, 



*) Diesen Beweis des obigen wichtigen Satzes findet man dem Wesent- 
lichen nach in ^en Exercices de Mathematiques par Cauchy. T. IV. 
p. 124. Andere Beweise desselben, namentlich der von Poisson, 
sind allgemein genug bekannt. 



/■ 
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erhält, and also jetzt an ^em Ziele, welches man zu erreichefi be- 
ahsichtig^e, angelangt ist. 

Dieses Verfahren, obgleich an sich sehr einfach und überdies 
völlig allgemein, hat den sehr bedeutenden Fehler, dass es die 
Endgleicbun^ , als Folge der Einführung fremdartiger Factoren, 
häufig yon einem zu hoben Grade liefert. Um uns hiervon zu über- 
zeugen, wollen wir jetzt einmal annehmen, dass die Coefficiefaten 

-^0> -^19 -^21 * • • -^»5 
^o* ^19 -^«5 • • • ^n 

der beiden gegebenen Gleichungen , die in Bezug auf «r vom Jtteu 
Grade sind, in Bezug auf die in ihnen enthaltene, unbekannte 
Groiifle y respective vom 

Oten, Isten, 2ten, . . . i»ten; 

Oten, Isten, 2ten, . . . «iten 

Grade seien; so sind die Coefficienten 

C,=A.B^'-'A^B^, D,=A^Bn — AnB,i 
C^ = AoB, - A,B^, D^ = A^Bn — AnB^ 5 

u. s. w^ u. s. w. 

Cn^X = Af^Bn — AnB^y Dn—l = An—\Bn — AnBn—l 

der beiden aus den vorigen Gleichungen abgeleiteten Gleichungen, 
welche in Bezug auf a: vom {n — i)sten Grade sind, offenbar in 
Bezug auf y respective vom 

Isten, 2teo, 3ten, . . . »ten; 

Mten, (i» + l)sten, (i» + 2)ten, . . • (2a — l)sten 

< trade. Ferner sind die Coefticienten 

E^ = €^D, — C,n^, F^ = CoBn^i — Cn-iB^ ; 

E, = C^B^ - C^B,, F, = C.Bn^t- Cr^xB, ; 

E^ = CoZ>, - C.Z^o, F^ = C^Bn^x — C^xB^ ; 

u. s. w. u. s. w. 

I 
Ef^^=. C^Bn—l — Cn—lB^^ Fn—2^=' C«— 2^n— 1 — Cn^iBn-^ 

der beiden aus den vorhergehenden abgeleiteten Gleichungen, die 
in Bezug auf a: vom (n — ^ten Grade sind, in Bezug auf y offen- 
bar respective vom 

(«•H-2)ten, (#i-|-3)ten, (^ + 4)ten, . . . 2»ten; 

2»ten, (2»+ l)sten, (2» + 2)ten, ... (3» — 2)ten 

Gr^de. Auf ähnliche Art sind die Coefiicienten 

G^ = EJF,^E,F^, ff^ = E^Fn-.2 — En-2F^^ 

6,=E^F^^E^F^, If,=E,F^2-Bn-2Fr, 

u. s. w. u. s. w. 



f. 
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+ {^a;* + Ba?^ -{- Ca: + B) (pä:* -Y- qa:^ + ra:^ -^ so? + 1)^ 
Iso Dach gehöriger Entwickelang für jedes a: 
=,aBa;^+aQa:''+aBa:^ 

+cP +cQ •+^Ra:* 

j^P +dQ -^dBa:^ 

-V-fP -hfQ +/B 

--Ap -^-Ag -^Ar +Ag -^At 

+Bp +Bg -hBr +Bs -hBt 

+Cp +C57 +Gr -f-Gr +fö 

-^Bp -{-Bq -\-Br -^Bs -^Bt 
id folglich 

aP -f-Ap =0, 

ÖP+aQ +Bp'^Ag ' =0, 

dP-Y-cQ+dB+Bp -{-Cg ^Br +A8 =0, 

€P'\'dQ^cB -^Bf-^Cr+Bs+Jt^ziO, 

fP +eQ +dB +Br-^€s +Bt=0, 

Dies sind acht Gleichungen zwischen den acht Grössen P, Q^ 
t; ;99. y, r, s, t, > Hat man nun aber, zwischen den n Grössen 
, ^, X, . . . fi, f; überhaupt // Gleichungen des ersten Grades oder 
sogenannte lineare Gleichungen von dv Form 

u. s. w. 

t$fin-\a: -f- An— ly + £?»-i» H- . • . + ^»-i« + /^n—i«' = 0; 

-folg^Uus denselben, wie aus $. 4. erhellet, wenn man die dort 
ibraochten Bezeichnungen auch jetzt beibehält, da die in dem in 
sde stehenden Paragraphen durch 

9>{a, ö, A:, d,... g, h), 
n. s. w. 

ip{a, b, c, d^... g, k) 
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aP+ 00 + 0/2 + ^/9+ Oy + Or + 0* + 0^ =0, 
ÄP+ae + 0il+^;i + ^9r+ Or + 0« + 0/ =0, 
cP-^6Q + aIt-{-Cp +Ä^ + ^r + Os + 0^ =0, 
iÄP+ce + ^Ä + 2>;>+C^ + i?r + ^*+ Of =0, 
i?P+<;?e + cÄ+ 0/? +/>y+ ^r + jff*+^^=0, 
/P+<?ä + ^Ä+ 0^ +0y +/lr+r* + Ä^=:0, 
0/»+/Ö+ ^/l+ O;» + O7 + Or +i>*+ ßp = 0, 
OP+OÖ+/Ä+0;i +0^ + 0r + 0# +jD^=0; 

id die Coefficienten. dieser acht Gleichungen sind also 

a, 0, 0, ^y 0, 0, 0, O 
6, a, 0, B, Jy 0, 0, 

C, dy », Cy By ^, 0, 

dy Cy by Dy Cy By Jy Q 

ey dy Cy 0, Dy Cy By A 

fy €y dy 0, 0, DyCy B 

0, /, ey 0, 0, ^, DyC 

0, 0, /, 0, 0, 0, 0, D 

Idet man nun aus diesen Coefficienten die in §. 4. durch 9 be- 
Ichnete Function ganz auf die dort gelehrte Weise, und setzt 
»elbe, wie dies nach dem Vorhergehenden verstattet ist, der Null 
sich, so erhält man eine die Grösse a: gar nicht mehr enthaltende 
eichung, welche also das gesuchte Resultat der Elimination die- 
* Grössen aus den heiden gegebenen Gleichungen 



aoc^ + has^ + cor' + da:^ + ea: +/*== 0, 

^^» + iff^»+Gr + /> = 

, nnd die Elimination lasst sich daher nach dieser Methode im- 
r ohne grosse Schwierigkeit und ohne weitläufige Rechnungen 
rfähren. Npthig ist nur noch, dass wir zeigen, wie das obige 
beoia der Coefficienten immer leicht entworfen werden kann. 
^ einfachste Art scheint uns folgende zu sein. Man bilde zuerst 
I den Coefficienten 

■ 

Uy b, Cy dy €yf 
1 

A, By C, D 

* beiden gegebenen Gleichungen nach einer sich leicht von selbst 
gebenden höchst einfachen Regel das folgende Schema: 



• « 



rwu IL 
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«» 


A 




*. «, 


B> 


A 


c, *, », 


c. 


B,A, 


df c, 6, 


D, 


C, B, A, 


e, d, e, 




B, C, B, A 


f, f, < 




B, C, B 


f, <?, 




B, C 


/, 




B 



und fülle hierauf alle fehlenden Stellen durch Nullen ans, i 
hält man unmittelbar das gesuchte Schema 

a, 0, 0, A, 0, 0, 0, 

Ä, a, 0, Ä, A^ 0, 0, 

c, Ä, », C, Bj A^ 0, 

#/, c^ b, D, C, By A, 

e, i/, c, 0, z>, c; Ä, ^ 
/, e, d, 0, 0, A c; Ä 

0, /, ^, 0, 0, %D,C 
0, 0, /, 0, 0, 0, 0, D 

der Coefficienten, aus denen die der Null gleich zu setzende Fui 
9 nach den in §. 4. gegebenen Regeln gebildet werden muss. 

Man kann noch auf eine andere sehr einfache Weise z 
durch Elimination von a: aus den beiden gegebenen Gleichnnj 

aar* •+- ÄÄ?* -f- cjc^ -h dx'^ -|- ex -4-/*= 
und 



entspringenden Gleichung gelangen. Aus diesen beiden Gleii 
gen ergeben sich nämlich unmittelbar die acht folgenden 
chungen: . 

«rir* -f- hx^ + cx^ -+- dx^ + ex^ '•\-fx^ H- Oa?* -f- 0^ 
0^^ -f- a^« + bx* + r^* -4- i/a:» 4- ex'^ ■+• /är* -h 0^" 
0^' -f- Oo:® + ax^ + Ä^* -4- ro;' + dx^ -f- ^^jp* -4-.^® 
Ax^-^Bx'^'^'Cx'^ +Z>^*+ 0^» -H Oo?« -+- 0^^ H- O^p« 

0^» -f- 0^* -4- ^^» -f- iff^* 4- Cr« +/?^*+ Oo:* + 0^** 
O4?' 4- 0^« 4- Oo?» 4- ^^* 4-^^' 4- Cx^ 4-/^^* 4- Oo?« 
0^^ 4- 0^« 4- 0^* 4- Oor* 4-^^'4-^^*4- CiP> 4-^^° 

deren Coefficienten 



# 
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0, «, ^, c, i;^ e, y; 

I 

0, 0, a, 6^ c, d, €, f 

A, B, C, Z>, 0, 0, 0, 

0, A^ B^ Cy D, 0, 0, 

0, 0, A, By C, />, 0, 

0, 0, 0, A, B, C, Dy 

0, 0, 0, 0, A, B, C, D 

a]is denen man nach den in §. 4. gegebenen Regeln die 
tion 9 bilden, dieselbe d^r Null gleich setzen, und dadurch 
die Grösse a: gar nicht mehr enthaltende Gleichung, d. h. das 
;hte Resultat der Elimination der Grösse äs aus den beiden ge- 
len Gleichungen erhalten kann. Das obige Schema der Coef* 
ten bildet man am leichtesten anf folgende Art. Man schreibt 
t 

«, b, Cy dy e^ f 

»> b, C, dy €y f 

ay by Cy £/,, €y f 
Ay By Cy D 

Ay By Cy D 

AyBy Cy D 

Ay By Cy D 

Ay By Cy D 

Gillt hierauf alle fehlende Stellen durch Nullen aus, wodurch 
srgiebt 

Uy by Cy </, €, ^^ 0, 

0, Uy by Cy dy €y fy ^ 

0, 0, Uy by Cy di €y f 

A, By Cy Dy 0, 0, 0, 

0, Ay By Cy Dy 0, 0, 

0, 0, Ay By Cy Dy 0, 

0, 0, 0, Ay By Cy Dy 

0, 0, 0, 0, Ay By Cy D 

wie oben. 

Im nur ein ganz einfaches Beispiel zu den beiden vorher- 

iden Regeln zu geben, so habe man die beiden Gleichungen 

er Anwendung der ersten Regel bildet man das Schema 

Uy Ay 

by By A 

c, 0, B 

7* 
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u.'s. w. 






+ ai-\ Ä/+8 — Ä/— 1 «/+j 



+ a/^llfl^ — - ^/^ia/4^ 






u. s. w. 
Bei der AnwendoDg dieser Ausdrücke znr Entwickeiang^ der 

1660 

A^i\ A\^i^ A2yi\ J^nii . • • -^If-l,/ 

man sich nur zu merken, dass man sowohl in der Reihe der 
h a mit den gehörigen Indices, als auch in der Reihe der 
h b mit den gehörigen indices bezeichneten Coefficienten von 
m Gliede an aufsteigend und absteigend immer nur so weit 
cb reiten muss, als diese Coefficienten nicht verschwinden. Um 
durch ein Beispiel zu erläutern, sei /=4, «» = 7; so ist 
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ffesachteo, die GrÖBse a: nicbt mehr eothaltendeD Gleichnog ge- 
iBDgeD, weoD man aus den Grössen 

Af^\ A\^\ A%fs\ . . . An-9fii Aft-ifi 

Ao;ii ^1,1; ^2,1; . . . An-%\\ -^ir-W 

Aq^\ Ai^l A^\ . . . ^M-^; An^\^ 

u. s. w. 

^MHI» -^l,«-»; A%^^^\ . . . An'-%/¥-%\ A/t-ltn—l 

-4^-15 -^Ip»— 15 -^2>»*-l5 • • • -^«-fl,!»— 15 -^»^l>i^-l 

•nf bekannte Weise die im Obiffea^durch 9) bezeichnete Function 
Uldet, und dieselbe der Null giewn setzt. Ans den im Vorher- 
gdienden bewiesenen Relationen ergiebt sich aber anf der Stelle, 
UM man auch statt des obigen Schema's das Schema 

-4(M)5 -4m 5 Aoß\ . . . Aü^„^jst\ Ao,ß-.i 
^15 ^145 -^1.3; • • . -^l,ii-2 5 -^i,*»-i 

^<^25 ^iXi -^2,2; • • • -^iiii-35 -^2,11-i 

n. 8« w. 

-4obit-85 ^l,»-35 A2^t~-9; . . . An^-^t^t^^*, An-2,n-l 
-4l^iK-i; Ai^^W ^2,1»^; . . . An'-^^t^W A,^i^n-l , 

wtieD, aii8 den in diesem Schema enthaltenen Grössen die im Obi- 
ges dnrcb 9 bezeichnete Function bilden, und dieselbe der Null 
gleich setzen kann. 

Am Schluss dieser Abhandlung bemerken wir noch, dass bei 
derselben überhaupt das Memoire sur P^limination d'une 
Tsriable entre deux ^qnations alg^bri<||ues in den Exer- 
eices d'Analyse et de Pbysique math^matique par Cauchy. 
T. I. Paris. 1840*) p. 385 vielfach benutzt worden ist. In einer 
iweiten. Abhandlung werden wir späterhin auf diesen Gegenstand 
nrnck kommen. 



*) Wovon aber die 12te Lieferung, in welcher sich das in Rede stehende 
Memoire befindet, nur erst ganz -vor Kurzem erschienen ist. 
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ein Ausdruck, der sofort wieder in den obigen Wertb von A^q 
übergebt, sobald man zu der speciellen Annabme durchaus gleicb- 
artiger Figuren scbreitet, in welchem Falle die Zableo o, ^j c • . . , 
sieb offenbar auf eine einzige, und zwar auf (^+1) rednciren. 



XII. • 

Von der numerischen Auflösung der Gleichang 
A^{\.-\-xy* (1 + Ä^), wenn x ein kleiner 

Bruch ist. 

Von dem 

Herrn Doctor Rädell 

zu Berlin. 



Bezeichnet a: die jäbrlicbe Zinse eines Tbalers, so' wird am 
dem verzinsten Kapitale jfiT am Ende des ersten Jabres iSr(l-f-^)i 
am Ende des zweiten Jabres K{\ + ^)', am Ende des drittes 
Jabres i^l + or)' n. s. w.^ im Allgemeinen am Ende des «tot 
Jabres i^l + ^)'", wenn man nämlicb voraussetzt, dass dia 
Zinsen eines jeden Jabres am Ende desselben - zum Kapitale M- 
schlagen und in den folgenden Jabren mit dem Kapitale versuat 
werden. 

Nennt man also den auf diese Weise in m Jahren aus des 

X 

Kapitale K hervorgegangenen Wertb desselben Km^ so erUUt aai 
die Gleichung 

(1) i-^ = Ä(l+Är)«, 

X 

SO dass Km mit m und a: zugleich wächst. 

Die eben geschriebene Gleichung gilt aber nur so lange, ab 

m eine ganze Zahl ist. In der Tbat, wird ni^=:m^^ statt .«\| 

gesetzt, wo -^ ein ächter Bruch ist, so erhält man für den iniA 

Zins und Zinseszins angewachsenen Wertb des Kapital» wm Bali 
der ersten m Jahre wie^rum jK{i+a:)'^, Soll dieses Kapitel tf> 

noch *^ Jahre verzinst werden , so betragen die Zissen ^'And w 
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f ^ V cot y sin e d% 

^ ^ i — eos y? s\n $^ * dx ■ 

, V cot a> sin « il^ 

" 1 — COS y2 siji ^'^ ' dx 

Qod es folgt somit, dass der Krümmungshalbmesser in einer auf 
der Axe senkrechten filbene liegt, was, wenn auch nicht bei der 
C/linder-y doch bei der Kegellpxodrome auffallen kann. 

Für äie EntifernaDg c/ des Krümmungsmittelpunktes von der 
Az^ findet sich 

- ^ , 1 / cos «* -I- cot g>* 
15. f/ ^' ^^ ^— 



=V; 



cos «* -I- tang ^'* 

Demnach . liegen alle Krümmunffsmittel punkte in einer neuen Loxo- 
drome, Und wenn für diese op und €' das bedeutet, was 9 und c 
fir die nrsprüilgliche, so ergeben sich die Beziehungen 

16. t^ tang €' = t^ ^Aug ^ 
>17. tang 9' : tang 9) = cos ^ : cos €. 

bsbesondere liegen die Krümmungsmittelpunkte einer Cjlinderloxo- 
rirome in einer andern Cylinderloxodrome, deren Krümmungsmittel- 
fonkte wieder imder ersten liegen, und es ist 

lUedentet Q den Krümmungshalbmesser einer Loxodrome auf der- 
lidben Cylinder- oder Kegelfläche, deren Ansteigunffswinkel den 
|4er ursprünglichen zu einem rechten ergänzt, so erhält man 

^ cos y \/{\ — sin y* sin «*)* 

Entfernung t;/ der Krümmungsmittelpunkte der letzteren von der 
Pbe ist dann 

V cos «* -I- cot y* 
es folgt 

20. tful'=v^ 

21. t/:«/ = Ä»:Ö«. 

Seien ^', y, V die Verändei*lichen Coordlnaten einer Linie 
fläche) dler^n Gleichung angegeben werden soll, so erhält 
als Gleichung der Krümmungsebene 

{a^—ai) (sec 9» cosec «»-l)— (y'—y)g — (»'-.») ^=0. 



ie Gleichung der Normalebene ist 

flfcr"^^** ^^ dx "* ^' 



23. (^-^)H-(y'_y)^-,_(V_,)^ = 0. 



r die Krümmungsaxe gilt 

Tbeilll. * 9 



H. ■ 
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BezeicbDen (dfc die drei Seiten und JljBCdie ihnen bezieLuugs- 
weise gegenüberliegenden Winkel eines geradlinigen Dreieckes, 
^ den Flächeninbalt desselben« und sind a^&iCi A^B^C^ und ^, 
die nämlicben Dinge für irgend ein ganz beliebiges zweites ebenes 
Dreieck, so ist bekanntlich: 

c cos B'=.a — b cos C, c, cos J?, =iVi — ä, cos C, j 

h cos C=a — <? cos /?, ^, cos C^=a^ — Cj cos -iff, ) 

I. s. w. Durch Multiplication zweier neben . einander stehender 
Gleichungen, z. B. der beiden obersten, ergiebt sich: 

cc, cos JS cos Bjzzzaa^ — »,ä cos C—ah^ cos Cj+^^i cos Ccos C^ 

•der 

\4MyCC^ cos Ä cos iff, =2«*«,* — 2iV|^iv^ cos C — 2»'«?,^, cos Ci 

-|-2«r«,ÄÄ, cos C cos Cj. 

Nun ist aber 2«3 cos C=»»-|-^» — c^ und 2«?,^, cos C, =»1* 
4-^x' — <7i^; werden daher diese Werthe substituirt und dann 
infgehoben, was sich aufheben lässt, so ergiebt sich: 

p'«,*+Ci*a* — 2«»,cc, cos B cos ^, =ä*^i* + »,*ä* 

— ^aa^bh^ cos C cos C». 

Es ist aber ferner: 

2^ = iv<? vixa B'=zab sin (7 

2/^1 ^17, r, sin B^^=ia^b^ sin 6*, 

U|[iich auch: 

dti2aa^cCi sin i9 sin i?, =2a^i7,<&, sin C sin C, 

■d dieses zu der oben gefundenen Gleichung hinzugefügt, giebt 
ndlich : 

•"«^i'+^i*«?* — 2aa,€?£?, cos (B:±iB^) 

=:za^b,^'\-a^'^b'' — %ia,bb, cos (CztC,). 

Dieser Ausdruck ist • dadurch bemerkenswerth, dass er die Form der 
Cnndgleichong für ein geradliniges Dreieck hat, nur mit dem 
Datersehiede , dass statt der in der letzteren vorkommenden Drei- 
Nksseiten hier die Produkte aus zwei Seiten von beiden Drei- 
Bcken eintreten. Das Gesetz, nach dem sich die Gleichung bildet, 
iit leicht zu übersehen, lässt sich jedoch nur unbequem in Worte 

t!|i. Macht man nun das System durch gehörige Vertauschung 
Bochstabeii vollständig, so bekommt man: 



i.« 



<i 






1S6 , 
I 

- b cos C-^c cos B ■ Ai cos Ci -+ • c^ cos B^ 

, Wird Dun diese GleicbuDg einmal mit c sin ^ = ^ sin C^ das au* 
dere Mal mit c, sin B^ = b^ sin C^ multiplicirt, so ßodet man 

l[^ . — = Ä<?i sin € cos jff, -H-^i^? sin B cos Ci 

= W, sin C cos C, +<?<?! sin Ä cos B^ 



2^,,— -=^c?j cos C sin Äj +Ä,r cos Ä sin C, i .» 

= ^^, cos 6^ sin Ci+r€?, cos i? sin ^, 
^^^•^^^ = bo, sin (Cr=bÄ,) + ^,c sin (^dbC,) 

= Ä^, sin (6^±C,)-|-c£?, sin (Äzhi?,) 
Ferner wird 

l|t Ifi ^ a ^ 2 

— i — =Ä cos B'^h cos ^ und ^ . > — =«1 cos ^, — ^ , cos Ay\ 

\ tÜes auf dieselbe Weise bcLandelt, wie die vorhergehenden Glei- 
\ diUDgen, giebt:' 

—^^ ' '^ ' ^=«,^ sin(^=t=^,) — ÄÄ, siu(i5rqp^,)f , 

=aai sin(^=bi?,j — ^^, sin(-^db^,)l 
wonach sich die analogen Ausdrücke uumitlelbar bilden lassen. 

$.3. 

Ist irgend eine Gleichung von der Form u^-^-v^ — ^sv cos Y 
=:fp'-|-^' — 2f^a; cos Z gegeben» so lässt sie sich ganz auf 
dieselbe Weise umformen, wie die bekannte Formel der ebenen 
Trigonometrie/ Denn man gebe ihr die Gestalt w'-f-«;* — w'^ — ä:' 
^=i%mv cos Y — %wa: cos Z und addire und subtrahire successive 
iof beiden Seiten die Grösse ^v-^'lwa:^ so erhält man durch 
Hnltiplication der beiderseitigen Resultate sogleich: 

?=4[w sin Y±wa: sin ZY +%uvwa^ cos {Yzt: Z). ) 

Wendet man dieses '^Theorem auf die Gleichungen Nr. 2. an, und 
■acht ans (3) und (4) die nöthigen Substitutionen, so findet man, 
wenn zur Abkürzung urc, +flr,c + Ät:, •+-diez=2aß gesetzt wird: 

0*aß=l^aß-6,c) (aß-dc^) {aß-a.c) {aß'ac,)Saa^dlf,c^c,^ 
=lö(A^,*±Ai^*)* + 8»»,/>Ä,cV,» cos (C± C,) . ^ 
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t unmittelbar ableiten, daher es an ^en angefahrten Beispielen 
leren masr. 

Weit wichtiger sind dagegen die Resultate, die man erhält^ 
ti man einzelne Stücke beider Dreiecke gleich setzt;' 'denn die- 
Fall ist derjenige, det ate meisten = vorkommt üml der, wenn die 
ecke nicht in einerlei Ebene,\ liegen , einer ffescbmeidigen Be- , 
llung bisher am meisten widerstanden hat. Nimmt inan zuvör- 
t an , dass e i n e Seite beider Dreiecke gleich sei, und setzt 
nach etwa crssCj, so erhält man auti Nr. Z. sogleich: 
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Setst matl ferner: 

so wird auch 

5PaÄ* = 16(A±Ä.)*-l-8«w,W» «OS (^±6:',) / S 

HhStfa.W, cos ((^— Ä)±(-4, — Ä,)) 

§.6. 

Sind dagegen zwei Seiten des einen Dreiecks einzeln genom- 
men zweien oeiten des andern Dreiecks gleich, also z. B. a = ai 
und 6=1 d^y so ergiebt sich: 

a*+c^c^^-2a*cc, cos(Ä=fcÄ,)=^*(a,*-H?»-2«,c cos(^=t:C,)) 

=Ä*(a»-H?i »-2a<?3i cos(Cdb^,)) 

^-Hc«c,«-2^»€?r, cos(^db^,)=»*(*i»+r»-2^,c cos (B±:C^)y 

=«»(^»-+^1»-^^, cos(CabÄ,))i ' 

4a»^» 8in»^C±C,)=a»(c»-H?,»-2cc, cos(iff=!d9.))' 

'•(c'-H?i*-2cc, cos (-dfdt:^,))/ 
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«.7. 

111 dcu beiden verglichenen Dreiecken ein Winkel gleich, 
i. r'ns C,, so ergiebt sich: 
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w. Setzt man c==:Ci so ergiebt sich; wenn man sur Abkür- 
den Winkel a: einfübrt: 
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COB e €08 0, — CO! tf, C08 c, =aiD («1 — a) sin {6^ — 6) cos C 

cos e cos tf, <— cos e^ cos c, :=: sin {d^ — b)X 

Xicos (a+ai) sin (^i+Ä) — sio (a^-f-«) cos (^i+^) coft 

+sinarsiD«i sin(Ä+Ä,) sin* C}> 27. 

cos ß cos c, — cos <?! cos r, == sin^a^ — a) X 

X{sin («i+a) cos (^iH-Ä) — cos (ai+a) sin (^i-+-^) cos C 

+ sin ^ sin ^1 sin (a,+flr) sin' C] 

Die geometrische Bedeutung der Hülfswinkel a Wegt Jdar vor 
Angen. Mittelst dieser Formeln ist der grössere Theil der im 
Tetraeder stattfindenden Relationen zwischen den Kanten- und 
FUckenwinkeln entwickelt worden, so wie sie auch bei Unter- 
SDchmDg des sphärischen Viereckes die besten Dienste geleistet 
. haben. 



XV. 

Üeber die Grundfonnelo der Dioptrik und 

Katoptrik. 

Von 

dem Herausgeber. 



I- ■ 



I 



1. 

Betrachtung der Brechung und Zurückwerfung bei 

einem Kreisbogen. 

f 1. 

Bin den aus dem Mittelpunkte Cin Tai 11. Fig. 1. mit dem Halb- 

■esser Jt beschriebenen Kreisbogen KK in JSy die Axe XYxn 3i 

MFender Strahl MJV kann gegen das Einfallsloth CC^ offenbar 

aar eine der vier in der Figur dargestellten Lagen, welche wir 

dnrdi h 11, III, IV bezeichnen wollen, haben. Die, jenachdem der 

'^nkt M aof der convexen oder concaven Seite des Kreisbogens 

OT liegt, als positiv oder als negativ betrachtete Entfernung des 

^antea Jf von dem Durchschnittspunkte A des Kreisbogens KK 

ut der Axe X Y wollen wir durch ^ bezeichnen, und den Symbo- 

TMIIL 10 



« 

Setxt vkM ferner: 

80 wird auch 

9P«4» = 16(A=fcÄi)'-H8flw,Wj 4)08 (Cdb^:',) / S 

+ 8«a,^«, cos ((^— Ä)± (^j — Ä,)) 

§.6. 

Sind dagef^en zwei Seiten des einen Dreiecks einzeln genom« 
men zweien oeiten des andern Dreiecks gleich, also z. B. a = iv, 
und ^ = ^1, so ergiebt sich: 

«♦-|-c»c,»-2aVc, cos(i?dbÄi)=Ä»(»,»-H?»-2aiC cos (^dbC,)) 

=Ä*(a*-H?i*-^^i cos(Gfc^,)) 
Ä*-H?*€?, »-2^«C€?, cos(-^±^,)=:«*(^,«-+^»-2Ä,€? cos (ÄdbC,))' 



=a^{ö*-H^,^-^2dc, cos(G+2Ä,))/^' 



4«»Ä» sin»KC±C,)=»»(€J»-H?.»-2c€?, cos(Äzbi?,))' 

=^»(c»Hf-c,»-2c€?, cos(^=fc^,))/ 
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*.7. 

Ist iij den beiden verglichenen Dreiecken ein Winkel gleich, 
z. B. ^^=2 C,, 80 ergiebt sich: 



"■{: 
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■ 

7S9(#r+A0 sitt 9 

iit SiDd mui ^,, ^1 die CoordinateD des Paokt«*, in weJcbem die 
Axe X'Y' TOD den ffebrooheneo oder zurückgeworfenen Strahle 
gescbnitteD wird; so fit gatit eben so 

19. !>*»— <^ + A'.)«>f5)-/l, 



y, s=s(Ä + A'i) «in 9- 

« 

Ans den Gleichungen 18. und 19. folgt 



lifo 



Ferner bi 



ud 



! tlio 



^- Ä-i-P. y. »HhA', 

^ cos ^ cos ^ * 

Ar —- ^-^Pi _ Jt — ^»^^ **' *^' 
^ ' cos ^ cos 9 

A'=-2 — ^^ y--««»y 

" Sin 9 sm (p 

*-* ' sm 9 sm 9» ' 

a« A' P + 2A 8111 iv»' q^R üu (p 

Ai P|4-2iC sin 49>' ^i-^icsin^ 

Weil nun nach dem vorigen Paragraphen, wenn durch 0' jetct 
in Bezug auf die Axe X' Y' dasselbe beaeichnet wird « was früher 
ji Besüg auf die Axe XY durch & bezeichnet wurde, im Falle 
der BrecDung 

JtH^ A' A' sin fti cos (tt)| =Fy^) 

Ä-4-A'»^ Ä\ • siiiwj ' cos(üi=f4^>' 

lud im Fälle der Zurückwerfung 

R^ A' A' sinjw^ co s (a> , ± ^O) 

il-l- A'i — 3\ * «In »7 * Tos ((o=f4ö') 
:ilt; no Ist nach 20. und 21. im Falle der Brechung 

M )*-H»7 s»n «i * cos {ü)^ie^) ' Pi-h^R »in if =' 
i ^in^ cos (o); =F^B') 7 — it sin y 
fj sm (ü^ ' cos (w^iÖ*) * y, — R siu 7»* 

tti \m Falle der Zurückwerfung ist 
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R-^p sin ft> C08 (e>i ab^^) p-^ZR «in |y » . 

JÄ-f-;», sin ft»| ' öos ((tf^Fi^') '>i -f-2Ä sinj^*^ 

y ._ sin ft> cos (oiiafc^^) y — it «in y 

^ sin coj * cos (oi^^S^) ' 7| — R «in y' 

Aus dem vorigen Paragraphen wissen wir> dass 

sin Ol cos (all =Ft^) «»» w sin oi, — sin (fti| gp y) 

sin (II, * cos (oiqFjÖ^ sin oii* sin o» — sin (oiqp^) 
sin (II sin ai| — sin (u, cos O'Aco« cti, sin ^ 
sin (üi ' sin öl — sin oi cos ^dbcos (o sin ^ ' 

sin Ol cos (oii =fc-JÖ') sin oi sin fti| — sin (oi^dhy) 

sin Uli ' cos (tti=F7^) sin fti, * sin oi-r-«in ((»=f=^) 

sin (o sin oi, — sin ctf, cos ^^co« la^ sin ^ 
sin Oll * sin Ol — sin oi cos O'^cos cn sin O'" 

ist Wenn nun die Winkel ci^, xc>,, @' so klein sind, dass mb 
Grössen, welche in Bezug auf dieselben ton der vierten und höhern 
Dimensionen sind, ohne merklichen Fehler vernachlässigen kaoB; 
so ist nach dem Vorhergehenden 

sin Ol cos (oii =T=Y^ ') sin (o sin (»i — sin fti| dbsin ^ 

sin (üi * cos {a}^^€f) sin oi, * sin m — sin cn dbsin 9* ' 

sin Ol cos (fli, JbjS ^) sin oi sin oi, — si n oii =Fsin ^ 

sin <u, * cos (tti=Fi^) sin 01, ' sin cu — sin oisfesin 0* ' ' 

also offenbar 

sin Ol cos ((o,:=plS') sin oi 

sin Ol, * cos (ai=F^^) sin oii ' 

sin ÜI cos («1 1 d= 48*) sin oi 

sin (ü, ' cos (cii=F^d') sin oii """- * 

und mit Vernachlässigung von Gliedern, welche in Bezug aof tf) 
Oll, 0^ von der vierten und höhern Dimensionen sind, ist folglick 
im Falle der Brechung nach 22. 

OA ^H-P P'+'ZR sin ^» ^ y — ig sin y 

^' Ä-t-;?i~^P»-f-2Äsin iy»' yi— * yi-Jgsiny' . 

und im Falle der Zurückwerfung ist uach 23. 

OK ^-^P y-f-2/g sin ^» y^ y — Jg «in y 

^- ig-f-;>,— ** ;>,+2Ä sin^y»' y,— ""*• y,— Äsiny' 

Auch ist nach 20. mit völliger Genauigkeit 

y, Ä-f-)»i' 

und folglich mit Vernachlässigung von Gliedern, welche in Be- 
ziehung auf (i>, cii,, 0^ von der vierten und höhern Dimeasioaei 
sind^ im Falle der Brechung 

26 ^+y — i, P-h^Rstnjif^ y _ . p-t-gjgsinjy» 
Ä+^~ ;?i-f.2Äsia4y»' y 1 ~ %»i -4- 2Ä sin 4y» ' 
and im Falle der Zuruckwerfung 
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Aus deD vorher entwickelUa Fonttela 33.» 34L, 3& arhellet, 
dasi unter der wegen der Winkel ki, ctf|» ^ gemachten Torans- 



Setzung die Coordinaten p^, a^ sich nicht ändern, so lange die 
Coordinaten p, ^ keine Aendemng erleiden, welches auä die 
Richtungen der aus dem Punkte {pf) Misgehenden Strahlen sein 
möffen) dass also alle von dem Punkte (pf) ausgehende Strahlen 
sich nach der Brechung oder Zurückwerfung in dem Punkte (p^fi) 



wieder mit einander vereinigen. 

Bezeichnet man den Werth, welchen p^ &ir psssco erhält, 
durch jTi, eo ergieht sich aas 34 leicht 

37. /.=_2ri5»i2!Ä, 

oder, wie man leicht findet, 

38.'/.=:-(H-^)Ä 
Betrachtet man sin i^' als verschwindend, so wirdt nach 37. 

und folglich für «= — 1, d. i. bei der gewöhnliche« Absicht der 
Zui^ttckwerfung^ 

40. /,=5^|.A 

Die heidetii Formeln 36. können auch unter der folgenden Fora 
dargestellt werden: 

Weil nun aber nach 39. 

ist, so werden die beiden vorhergehenden Gleichungen 

P Pi f\ 9 fx fx9 

und die erste dieser beiden Gleichungen kann auch unter der Fora 
geschrieben werden. Für it = — 1 ist 



oder nach 40. 



44 l+i.= ^ 

^- P^Pi fx' 



AK ^ ^ 1 — ^ 

45. — H- -r- = — ■»• 
p Pf K 



Dass 7| für /^z=oo verschwindet, erhellet aus den ForaMhi 
34., 35. auf der Stelle, wobei aber nie ans den Augen ffclassei 
werden darf> dass die in Rede stehenden Formeln sämmuidi iv 
Nähemngsformeln sind. 



w 



WeDtt maD mittelst der Foraeln ^ die Coordinatcm //, ^ 
* dorck die Coordinaten /»t« tfi muulrückt, so erhält man 

^ i^,(l— 2« sin |y«)— 2(«— l)ig» md ^ « njgy^ sin y 

*^' ^— R(n — « sin 49>) + (« — l)Pi ' ''~Äsin^H.(«-.l)y,5 

and aus den Formeln 34. ergiebt sich auf ähnliche Weise 

Rp ^(i — 2n sin jy») — 2(i» — l)ig» sin j»» 

^~ Ä(« — 2 sin iy«)^. (« — !);», ' 



47. 



^__^ nRqtii — 4 stti ^y * c os iy» ) 

^~(1— 2 sin iy«) }Ä(i»— 2 sin iy») -f- (« — l)f>, j ' 



oder 



48, 



igy,(l -Cif sin 4y»)- 2(1»^ l)ig» sin jy> 
^— Ä(«-.2 sin iy»)V(«-i);>i'* 



DDd nach 47., wenn man sin ^y' als verschwindend betrachtet, 



Bezeichnet man fcn Werth, welchen p für /i, =oo erhält, 
durch f, so ist nach dem Vorhergehenden 

50. /= ^-^J'°* g!it. 

oder, wie mau leicht findet, 

51. /=_<f_fLS2iJJjA 
Betrachtet man sin |5p' als rerschi^indend, so wird nach 50. 



52 



4.3. 



Nach 49. und 52. ist 






und folglich, wie man leicht findet, 



nR 



R — (n^l)\nR + (n^l)p^\' 



Weil nun nach 39. 



A^ 



ist, 80 ist 






— A 

1 ^ . 


_fiieH*.(«-i)|i, 



(«-1)Ä 



Also iat 



\ ■ 



1«0 ' 

I 

I 

/», f= ■ T i -g- ■■ i«.,, 

(»-l)Ä-*-11-^H-y)| Kn-iyDzhnRA 

A,±{i-i(l-H^)t/» 

(«-l)Ä,dbtl-i(l-H~i)( |(«-1)2? + «Ä| 

n Pi 

Wird Dun der Werth, welchen 79, for p = oo erhält, durch j 
der Werth, welchen p f&r ;?, =ts(x> erhält, durch Z"' heseichnet; 
ist «ach S9. ^ 



^- 



Ä., 



:. 



oder 



«0. > ., 

f/= j— = Ä; 

' ' («-il)Ä,± (1-^)1 («-!)©+ »Äj. 



61. ; 

7» 



oder 




R-h{l—^)D' 



'19 






(»_!) }Ä±Ä, + (l--)2>i 



Also ist 



(i--i)Z)(ie,TÄ) 

63. /.=F/= ."_ , 



{«r-l)\X^Jt,^l--W 



.i • ' »» 



•der 



I 



M 



v^ 



/ 
I 
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64.'/qF/.= 



(1-1)2>(Ä=F:Ä,) 



ft 



17. 



Nach «2. ist 



. P^f=P^ 



Ä,±(l — — )2» 



1 



R, 



(n-\) {ie±^.-t.(l--)/>| 
nnd folglich, wenn man der Kürze wegen 
Z=(i.-1);, {Ä±Ä.H-(1— ^)/>!=t=Ä {Ä,±(l-;i)/>j 
letit, 

(ff-1) {Ä±Ä,+(1-^)Z>} 

ff 



Ferner ist nacb 59. und 62. 



Vi -/i = 






(«-I)Ä-t.ll— i<l+:^)| \{n-\)D±nR,\ 



Ä. 



Ä-H(l-^)/> 



1 



Ä., 



(i»-l) |ÄdbÄi-f-(l— ^)/>| 



M 



and folglich, wie man nach leichter Rechnung findet, 



;?i — /i = 



(«-!) |Ä=bÄ,-f.(l-^)Z>tZ 



Also ist 'offenbar 

65. (^_/)(p,_/.) = ± 



R*R^* 






•der 



66. (/!-/) (^,-/.) = ± 



A/t, 



(«-l)[ÄdbÄ,H.(l-.^)Z?] 



und das Product {p—f) (/>, — /*,) ist daher jederzeit eine con- 
itante Grösse. 

Fär Z^==0, d. h. wenn man die Dicke der Linse als ver- 
scbwindeiid betrachtet, ist 



67 

Tkeil II. 



. (/.-/) (p,-/.) = ±Sj;j^ 



RR, 



(A±Ä.) 
11 



\ 



Ifö 



«. 8. 

Nach 36. ist, wisuE wir di« in §. 6. eingefülirteo Bezeicbni 
gen auch hier beibehalten, 

, Rg . ^__ R\9\ 

also, weil offenbar ^=r^j ist, 

^ - ^.y. 

Ä - (f. - i)j» — Ä, - (« - 1)^ ,' 

und folglich 

^ y _ A, ' R-{n-i)p _ l-(«-»>^ 

oder 

Nach 62. ist aher 

1_(^_1)^= ^ j— , 

* Ä±ie,4;(i— i-)Ä 



_(.-i)^=± 



Ä, 



oder, wenn wir der Kürze wegen 

1 



Ä^Ä 



ÄdbÄ.+(l-l)ZI 



setzen, 

i-(«-i)^=ÄÄ, i-(»-i)j-=dbÄÄ., 

und FolgHcb nath detti Vorhergebenden 

ÄÄ-(i.-l)^ 

69; f = =*= ^. 

r« A-Ä, =F (« - l)^Tf^ 

biete Gleichung bringt man leicht auf die Form 
oder, wenn man auf beiden Seiten quadrirt, anf die Foni 
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'72. ±=l^(.-l^ -^ £_. 

oder auch 

m 

73. f.==l-(n^lyp— ^^; ^ , 

Oller auch 

74. ^==,_(,_,)^(^±_t_±_-_^/,| 

f 

III. 

Brechung in einem Systeme von Linsengläsern. 

§. 10. ' 

.Wir müssen hei dieser Untersuchung von einigen allgemei 
Betrachtungen über die Kettenbrüche ausgehen, von denen 
nachher wichtige Anwendungen machen werden. Diese Betra 
tungen betreffen die beiden folgenden Kettenbrüche: 

75. 4= — ^ 1 1 



««-1 



und 



«t 



76. £L^± 



ai—\ + 



ai—2 



-L i 






von denen der zweite gewissermassen das Umgekehrte des 
Bten ist. 

Zuerst ist nun offenbar «- 

^= 1 und A = _iLL_. 
und 

/a ^8 1-Hg|g3 /o -4-/1 g» 



«, 
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' 1 

/, _ /'-f-/'<*»-*-^> _ /,-t-f/.+/,«.)g« _ /, +/.a« 

' 0. 8. W. 

j Wie mao auf diese Art weitSr g^eheo kauD, erhellet hier schon 
■it völliger Deutlichkeit, und es ist also 

U. S. W. U. 8. W. 

Eine ähnliche Betrachtung wollen wir ferner auch Sber den 
|iweiten der beiden obigen Kettenbrüche anstellen. Es ist offenbar 



lo._2 



^1 _ 



M-= - und ^= r 



0. 



«0»1 



Ako ist, wie sogleich ib die Augen fallen wird, 

1 



1».— 



a. 



(»1 -f- --)» 



l-j-tfotf 



O»! 



«o-H(l-t-»o«i)«t 






«r 



2 



Folglich ist auf ähnliche Art 

1. 
IT, " 



o 



«I -*- T- ■+• 1 1 -«- («1 -f- — )»3 t«l 



(l-f.«o«Fi)«: 



1 -*-«o«i -H t»o-*-U-*-«o«i)«al«i 

imI hieraus ergiebt sich ferner 

64 «... »O »o 

*^* 1 -f- (»I -f-—)«, -*- }»! -»:•—-»- (1 -*- (»I -*-—)«,)«, t «4 

C»o «^O c^O 

_^ 1 -I- «o^i -*- l^gp 4- (1 -H gQgiVg» (g, 

»0-l-(l-*-^o«i) «8-1- IH-«o«i -*-(»o-*-(lH-»o«i)«a)«»f»4 

■ , • ■ ■ ' 

Wie man auf diese Art weiter gehen kann , ist klar, und auch 
hs aUgemeine Gesets erhellet schon, üls ist nämlich 



W7 

■ 

ipective in y^-i, ^*, so wie ^a-«, ^f-i fespective ip g^it^i, g'k 
iber. Also ist offenbar 

ind das bemerkte Gesetz ist «acb einer beleannten Scblussweise 
'olglich allgemein« 
Es ist also 

g"o'=l, ^o = «ö; 

g%=go+g\Oy^ ^a=Ä^o + Ä^i«»; ' 
U. 8. W. tt. 8. ff. ' 

Vergleicht man diese, Zähler und Nenner mit den oben gefun- 
«jenen 2iahlern und Nennern der Partialbriiche des ersten . Ketten- 
krachs, so ergeben sich*" die folgenden Gleichungen: 

gl f=/'o, 

g^ = f% -H ^,tf , tF/'i +/>, =/'•, 

^i = iTt •+- Ä^^«»4 = A -i-'/'t«* —/'4> 

u. s. w. 



Dd 



g^o "^J o> 

Ä^a =;= ^o + iT^i»» =/'o +/'i«a =A5 

«^. = ^, + gr'aUF, — /;, +y*,4», =/', , 

5^4 = ^, + «^.«4 =/, + Afl^4 ?= A' 

g". = g'r+g'4^^ =/". +/>. =-r.. 

. • : n. s. w« ;- ^ > ' 
Hiernach hai «an also Aach die lolgDoden, Gleichungen 

y'o=/'o=g"n 
ff 1 =*=/ 1 =«i9 

g\=/'z=g*y 
g'4=f\=gB^ 

n. 8. |ir,, 
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% 

Ueberhaupt wollen wir jetit 

' 0, -* 



a 



9 



1 



^ + — 



setzen. 

Also ist zuerst 



Yo 



Nach dem Vorhergehenden ist 



also 



A_J. 12. — 1. 



und folglich 
Ferner ist 

=-L 1 =— 1— 



'o - ^ _ 



d. i. 









Nach dem Obigen ist 

/L:=: ^i li-= _f2_. 

/*, l + tfo^^i' ^, 1+0.0 ' 

und folglidi, wie man durch leichte Rechnung findet, 

„ _/!__ 1 ^ 

Daher ist 

sieht also, dass die Producte 



« ■ 



. 'I 
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(p< 






)(9, 



g» 



), 



g 



h 



^^' ~7\) ^^' "^ «',. 

respective von p„, g^ und Px, gi ganz unabhängig sind. 

Dm die Allgemeinheit dieses Gesetzes zu prüfen, wollen wir 
jetzt 



J O SO 



o) 



gt \ : r 



/, 



u. s. w. 
setzen^ und wollen annehmen, dass die Grössen 

^05 -^H -^»5 -^1» • • • ^k—l 

respectiye von 

;^oi 9^o; />!» ^1» P%i 9%i Fi9 ^11 • • • /'^is ^*-i 
ganz unabhängig sind. 

Weil nun 



^*-^ = £ + - 



J^ 
»» 



1 



«*— 1 



1 



^u-i 



und 



IV. -f- 



^* 
ist, 80 ist wegen der Gleichung 

wo I^i^i von /lA^i und ^it— i ganz unabhängig ist, deren Richtig- 
keit vorausgesetzt worden ist, offenbar 



<^*-fe> («*+i+^)=^*-^- 



Weil aber 
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r 



I 






»*-2+ . I 



— 1 



ist, so ist^ 



.£t!_..u.-J- 1 



^^^~:;?: — = ^* ■ «, ,_ - 

'^ «f*— 2 •+• . 1 

•• + — 1 

«I H 

und folglich, weil 

«* + "t: — • ■ ^ 

ist, 

- gk-i g'i 

Also ist Dach dem Obigen 
d. i. 

NuD ist aber Dach den aus dem ObigeD bekaDoteo Relationen 

^^^ fh —fk^i+fkqk fk 



Pk — 



uDd .folglich offenbar 

fk-i 

Fihrt man dies id die obeD gefundene Gleichung 



.* 



m 

ein, so erhält man die Gleichung 

aUo 

woraus maD sieht, dass 

Yon pin gk j^Mw unahhäDgig, und nach einer bekannten Schluss- 
weise das oben bemerkte Gesetz also- ganz allgemein gültig , d. b. 
dat( Product 

immer von pu und gh ganz unabhängig ist. 

Setzen wir, analog mit der oben eingeführten Bezeichnung, 

M erhalten wjr.nach dem Vorhergehenden die Belution: 

Hiernach und nach dem Obigea ist ' 



^-^ /"igg £, z=i ■/'^ ^ofi /^i^a 

y 2e a J oe o y lo i •/ 20^2 

r *£Mi. T .— ^o /"ogi /"igt /'»g» 



tk n. w. 



Wie man auf diese Art weiter j^ehen kann ^ unterliegt keinem 
Zweifel, und es ist also allgemein . 

d.i. 

78. /.^_ ^^ •g'o^.r,«',.-.^'*-!«^*' 
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■ I 

Nach dem Obigen ist aber 

g'l=gty 

g'2=gs9 

u. s. w. 

I 

g'k-1 = gi 

und g'ii=/'i. Also ist nach 78. 

/ — (- 0*-^ go — (- ^M~* «o 

uod folglich, weil nscb dem Obigen ^^ = J, gft = gk+i ist, 

70 r , - <- '>*"* — (- ')^* — <- ^)^~' 

Wir haben daher die folgenden merkwürdigen Gleichnngen: 

oder ' 

von denen wir nachher eine wichtige Anwendung auf die Brechiui§^ 
in einem Systeme von Linsengläsern machen werden. 

f 11. 

Die erste der beiden Gleichungen 59. kann auf folgende Alt 
dargestellt werden: 

^ (n-l)Ä-#.|i-^±(H-^)| |(«-l)Z>dbi«Ä,t 

71 p 

und folglich, wie man leicht findet, 

fi=:i.-ldh =-1— ^Ä 

n p 



81 



71 Ä 






= n — 1 ± — 



D^^ 



if — 1 
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^*t M Wenn die concave Seite der ersteo Cränzfläclie der convexen 
^1 Seite der zweiten Gränzfläche zugekehrt ist, so muss man in der 
^^^ ^foichnng 82. statt der Symbole 

jDy R, Ä,, P, P, 

«fTenbar respective 

— /I, /l, — /!,, — /i, p, 

setzen, wodurch die in Rede stehende Gleichung, in welcher jetzt 
das untere Zeichen zu nehmen ist, die folgende Gestalt erhält: 





Pi — 


»— 1 


1 










■■ 




n 


1 
"*"« — ! 
R 


1 




woraas 


sich aber mittelst einer 


ganz 


einfachen Betrachtung 


wieder 




■ 


1 










■ 


—pi= 

1 


-«^1 
Ä, + 


1 


1 
"*"/# 1 
R 


1^ 
P 





ergiebl. ■ 

Wenn endlich die convexe Seite der ersten Gränzfläche der 
concaven Seite der zweiten Gränzfläche zugekehrt ist, so muss 
aan in der Gleichung 82. statt der Symbole 

n, R, /!,, p, p, 

offenbar respective 

n, — Ä, ü,, p^ —p^ 

•eisen, wodnrcb die in Rede stehende Gleichung, in welcher jetzt 
das untere Zeichen zu nehmen ist, die folgende Gestalt erhält: 

1 

IT, B^ 

1 



u n 



1 



wonms 


sich aber mittelst einer 

1 


ganz 

1 
— /^ 

n 


einfachen Betracli 

1 
"*■« — 1 1 
Jl '^ p 


itung 


wieder 


er^^ebt. 







Daher ist unter den gemachten Voraussetzungen in völliger 
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-p^^'^=;i(ir=i 1 



Ä,(0 "•"— Z^.) 



«(>) ^^ »(0 — 1 1 



uiid nach §. 12. Iint mao offenbar die folgendeo Gleichungen; 

^p^W^pi4) = E(dD^ 

u. s. w. 

— ;; , (^l) — pUl = mi-\ ) 

oder 

pix^^^E^p,, 

;i(4) = — ^3) _),/3), 

u. 8. ir. 

;i(0 = — iSt^l) — ^ ^ (1-1) . 

Mittelst dieser Gleichungen und der obigen Kettenbriiehc lasst 
offenbar die Grösse — p^ii^ ohne alle Schwierigkeit ganz allg< 
mit Hülfe eines Kettenbruchs, dessen Fortscbreitungsgesetz 
leicht zu übersehen ist, durch die Grösse p ausdrücken. E 
nämlich offenbar in völliger Allgemeinheit, wie sogleich in 
Augen fbllen wird, 
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T' 
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+ 

IL 
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I 
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+ 

+ 
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and we>B aian den Werth, weldMn p erkält, weiiD ^,(4 
wird, dnrcb/beseiehnet, •• iit bmd 86. 

■ s 




sl I 



^i 



I 

II 

II- 



•lii- 

+ 

lai 
^ 1*- 

** I I 

+ 



s I 



8 



?§^ 



I 

T 



31 



^ 
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1 


7(1) 
y.O) 


1 ^. («(1) - 
1 -H («(1) _ 


'Ri» 






1 


y(2) 


1 ^ («(2) - 








1 


y,(2) 


1-|-(«ÖJ — 
U, 8. W. 
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7(0 


1 

1 -|_ (n(0 - 


■ 1) ^''^ 






1 

1 


7,(0 


1 ^ («(0 - 








Weil nun < 


»ber olBfeDbar 












^.=^(1), 












y,a) = ^) 


» 


t • 








yj(2) = ^t) 


> 










u. s. w. 








• 




yi(»-i) = ^0 


• 




ist; 80 erhält 
GleichuDg: 


man aua 


\ . dem Obigen 


die folgende merkwürdige 


91. \. = 


H-(w-l)-^ ' H.(n(i)- 




i-H(n(»)-i);;;,^ 


v 








1+(»C0- 


-1) "^'^ 
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• 




• 1 


• • 





Mittelst der in §. 13. eotwickelten Formeln kann man, wenn p all 
gegeben betrachtet wird, die Grössen 

Pi> P^'\ P^"^. P^''\ P^^\ . . . /^'^ /»i« 
sämmtlicb berechnen^ und kann also mit Hülfe der vorhergehende! 
Gleichung auch das Verhäitniss — ^ bestimmen. Dass auch pi^ 

als gegeben angenommen werden könnte, bedarf kaum noch einer 
besondern Bemerkung. 

§. 16. 

Zu dem Systeme von i+l Gläsern, welches wir vorher be- 
trachtet haben, wollen wir jetzt noch ein (« + 2)tes Glas hiniuß- 
gen , dessen auf ähnliche Art wie im Vorhergehenden ffeno^mene 
Kntfernung von dem (i~|-l)sten Glase durch E^*^ bezeichnet wer- 
den soll. In Bezug auf das (i + 2)te Glas, wenn man dieses Gltf 
für sich allein als ein System von Gläsern betrachtet, und in Be- 
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/>*• +/»'yV— /^'^ == 0, 
P%* — pY ^pf^ = 0, 

cellei des plans, tangeoto ces surfaces an poiot af-sszvLy $f^^=^ß> 
%' = yy seroDt 

a*»r»ar + ßa*c*$f — f a»^»* — #»*•«» =0, 
ab^c^a: — ßa*c*p — /'a*^»» — «*i'c* = 0, , 
2py% + ^^ßff^ — jjp'a: — pp'a^O, 

2py» — ^'ßif^PP'^ ^PP'^ == ^; 

les quelles ne dififerent de celles, donn^s par T^uation (3) on (4), 
quand on ^limiDe les termes constants au moyeD des ^uations de 
condittoD. 

L'^quation g^n^rale des surfaces du seicond degr^ 

^tant trait^e de la ip^me maoiere, doiine 
aaa>'\-^ßy-\^y%+U{\ay^^ßa:)+W{^^^ 

ou, en d^veloppaut, 

{aa^lfß'\'ö'Y'-\'C)a:+{a'ß'\-ba+by'^c^)y^{ay+b'a^l^ß'^)% 

-f. ac -f- /Je' + yc" + ^= 0, 

comme on 1a donne dans les trait^s de g^omdtrie analytique, et es 
^liminant d, au inojen de l'^quation de condition, on i'obtient soni 
l'antre forme usitde^ donn^e par l'^qnation (3) ou (4). 



11 y avoit plusieurs ann^es aue je in¥tois servi de 1a regle ex- 
pos^e, avant que je connoissois i'ouvragiß de Mr. Ptrissant „Re- 
„cueil de diverses propositions de G^omdtrle, r^solaei 
ou d^montr^es par Panalyse algi^brique. 

Dans le cbapitre 11. de la seconde section, et dans le 
cbapitre VI. de la trolsieme sectiou de cet buvrage (i^dition 
de 1824) on trou?e expos^ «ne Hegle de Mn^bionique «posr 
retrouver de suite 1'^quati.on d une tiingepte et du plan 
tangent. Cette regle revient au fond a celle, qai est expliqo^ 
dans cette note, la quelle n^anmoins pourroit pafoitre plus exp^i- 
tive et plus complette. Quant a la d^monstration, on peut la faire 
en suivant la marcbe, indiqu^e par Mr. Puissant; eile d^rire 
aussi de Tapplication des ^quations diffi^rentielles (1), (2), (3), (4); 
enfin, ^our les fonctions bomog^nes du second ordre, on pourroit 
■e senrir d'un tb^orime, mentionQ^ dans le calcul diffi^rentiel de 
M. L^Abb^ MoignO) 13 Legon, art. 64. 
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eiufucli meckttuiiick beacbreibeu lässt, so scbieo es mir uickt uuin- 
teressaDt, die gCMwctriscIie CoDttruction der. Auflösung der Aufgal^e^ 
oder überhaupt der Cubikwurzel aus einer beliebigen ganzen ZabI 
durch die^elb« xu entwickeln. 

Dpr Funkt B (Tab. 11. Fig. 5.) der Umit JD bewegt sieb auf 
dem Kreisumfange, dessen Mitteluunkt C ist, während die Linie be- 
ständig durch ^geht, und der Punkt D auf derselben, dessen Knt- 
fernuDg von B constant ist, beschreibt die Curve. 

Es sei JCtzza, BC=:brBD — ^€, DA = r, 

AE {DE ist senkrecht auf AC) = a:, L OAEzzzip, 
In dem ebenen Dreiecke ABC ist 

Ä' z=2^a'* -|- 2«(r — 3e) cos y + (r — 3^)-, 
r' — 6«r + 9e* -|- 2i?r cos jp — ^e cos y H- «' — ^* = 
«od weun man mit r multiplicirt und'r cos q>z=:a: setzt 

Es seir diese Gleichung . :< - :• 

(r — 2^)» =^ l»M?« , 
M» wird ' 

12^» = tf * — Ä' -+- 9e» H-2<y.rj JWtf» = ^ejs — 8<r* ; 



woraus 



e^ 



3(«3— Ä») 



a: 



fyi -h 8 «» — />* 



2a 



1 -—//< ' 1 — //i 

Ks sei z. B. in der Delischeu Aufgabe m=:^ 16; so wird wenn 



man 



a = 2, Ä == 3 setzt : ^ = 1 , .r = 2. 
Nach diesen Verhältnissen ist die Figur gezeichnet, es ist uemlich 



3 _ 



JC=1l.AE, BD = 3.AF, FE=AF, A D -- A E =l A E\/'l. 



XVUI. 

AuCziil6seii<)e geonietrisclie Aufgabe. 

Mitgetheilt von 

Herrn Thomas Clauscn 

zu Altona. 



Ks ist (Tab. II. Fig. 6.) ein Kreis, und auf seiner Ten- 
(»berie siud vier Punkte /#, B^ T, D gegeben, in denen 



* 
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Man hat aber stets: ' . ' 

:?(2»)2''-i = 22"-! . S(:a)^-^ = 22"-! . yA ; 
(iaher ist auch: ' f 

2(2n — 1)2^-1 = yiV, — 2»'-i . 9 jr= y'«^ ( nach JS. 2;) ; 
und aiich: 

^(2» — ly^-i ^ 2(2i»)2^-i = y iV, — 22^ . yil^ 

, z. B. !• — 2» -f-8» — .;.. — 14» = — 7» . 277003903. 

2) Es ist 

Daher miiss also auch stets Siaö + dy^^ — S{an — ä)2« = y A sein. 
Z. B. wenn a = 4 und ^ = 1 ; so ist : 

Är(4« -4- 1)» — Är(4/# — 1)» = 16 . iV 

Äf(4» + 1)* — Ä(4/i -- 1)* === 2» . A\ (2* ■ A^-h 1) 

Ä(4»-Hl)« — iSr(4« — 1)« =2* . JV. (2>« . A»— 3 . 2» . il^-f-3) 

= — 3« + 5« -7«+0" — . !. 

— (4» — l)*-4-(4i» + l)« 
etc. etc. 

In diesen Gleichungen wird man auf^beiden- Seiten noch die 
Einheit addiren. 

Dies mag genügen , da liier dem angeblichen Funde von Tor- 
ner seine vollständige Ausbildung geworden zu sein scheint. 




Historische Bemerkungen über das Princip der 

Differentialrechnung. 

Von dem 

Herrn Doctor Gerhardt 

Lehrer am Gymnasium zu Salzwedel. 



Die Elemente der Differentialrechnung wurden von Leibnitz 
gefanden und bekannt gemacht, als die Exhaustionsmethode, wei- 



\ 

/ 
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Cm I. cor nnanterbrocheneo logaritbiiii«cheti Bereehnong taug- 
lich tu amcbeu, nehne man 

setze^ da x^l ist, (1) sin 9) = |/-— ; so erhält man 

kn = ^«*(1 + ^ (cos 9)»J. 

Nun setze man ferner (2) tg ^ = eos 9> V^T^ 90 erhält man 

it« =5: >&*»(1 -f- (tg ^)»)r=^«» (sec 9)» 
oder(3)^« = jj^.. 

II. lässt sich nur dann auf diese Weise zur ununterforoehenen 
logarithmischen Berechnung tauglich machen, wenn diiB jj^brliclie 
Wegnahme die Zinsen des Kapitale nicht übersteigt. Dnter dieser 
Voraussetzung nehme man wieder, wie vorhin, 



(1) sin ^^y^ 



so erhält man kn = ^«"[1 — tt (cos 9>)']. Da nun unter der ge- 

machten Voraussetzung ganz gewiss --7 (cos 9)''<!l ist, so Debne 
man 



(2) sin V' = cos y j/^ 



und erhält dann 

<3) kn = k%^ (cos tp)*. 

Nennt man ferner k die Mise und r die jährliche Rente, so 
hat man 

zur Bestimmung der Mise 111. k = ^ — -» 

zur Bestimmung der Rente IV. r = nl.y 

Cm diese Ausdrücke zur logarithmischeu Berechnung tauglicii 
zu machen, nehme man 

k=^ (1—-^-). 



'"^ 5p=l/i> 



Setzt man nun (1) sin 9 = |/^, so erhält mau 

(2) k~ (cosy^ 



ier 
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14. t^g iiJ ^ B) tang J^C=l~ 



15. taDg*iM-ir) = Jq:^cotiC 



Aus 10. und 11. und aus 9. und 12. folgt durcb Multiplicatiou 
Iß sin IJ^ sin B (tf + ^ — Ä)(a-f-Ä — c) 

^'' «in C " ~ • ic» ' 



ilso, weil 



sin B b^ 

sin C c 



/ 



t, 



18 



19. X eo8 u=V isi ; 

ind folglich dnrch Division 

od dnrch Multiplication 

1. sin -^=~^V/(»+^-f-c) (^+c— «) (ur+c— ^) (a+^-f-c). 
Ferner erg^ebt sieb aus 18. und 19; leicbt 

«. C08*.i»= jj; , 

23. sin i^* = g^ -5 

Iso, wenn man die zweite Gleicbung voii der ersten' subtrabirt, 
acb einer bekannten goniömc^riscben Formel, , 

COS^ = JJJ -— ,. 

I 

voraus man nacb gehöriger Entwickelung sogleich 

24. cos^ = --^t52j 

srhält. 

Aus 4. erhält man auch leicbt die beiden Gleichungen 

25. (a + Ä)« sin J C^ + (« — ä)* cos iC* = c' 

und 



/ • 



% 



5. 
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4«»=(y,»-+-rf,» — 2tf,d, cos (^„) 

4i5»=rf,»H-cr.*-2<f.J, cos(rf,3) 

4€r» = J,»H-*,» — 2^A cos (J,,) 
4a,»=*,» + rf,^ + 2J,rf, cos (J,,) 
4^, • = J. » + J, » H- 2<y,^ 408 (<^. ,) 
4c,»=J,»;^ir,»-4-2J,J, cos (<y,,) 

Aos den bisher gefuDdeaen PormelD «rgefceo'sich dud durch zfreck- 
■aasige Verbindang 4eroelheii folgende neue Ausdrücke: 

Demnach ist in jedem vollständigen Vierecke die doppelte Summe 
to Quadrate- zweier Geg^ufeiten gleich, der Summe der Quadrate 
ier dopfieltea Verbindungslinien «wischen den Uittelpunklen der 
kideq- anderen Paareyon Gegenseiten. 
Unmittelbar ergiebt sich hieraus: 



<^,»=-:««— a,« 






7. 



*,»= 0>+ir 

J reiches die bekannten von Eni er gefundenen Sätze sind. Für 
ie verschiedenen hier vorkommenden Winkel ergeben sich fol< 
geode Ausdrücke: 

<J,* — J,*s=4«flr, cos -^, »,» — «*=r^,^, cos (*a«)l 
*,• — J»» = 4*Ä, cos B, b^^ — ^» =:*,*, cos (Jj,)! 8.. 
*i' — J,*==4c€?, cos C, c,* — c*=<f,J, cos (rf, a)) 

•»H-»j» = Ä«-f-*,»— 2r<7, cos C=:c» + €?,* + 2ÄÄj cos i? 

^»-|-*,»=:c»-|-c,» — 2a», cos^=a» + ai»+2cc, cos C| 

c*4.^,*5S=a*+i>,»-rr2W, COS Ä= Ä »-+•/,» -f-2«i?i cps ^ 

0=«ri»| coi ^ + ^1 cos B'-\-ec^ cos 6? 

Ferner ciiiKlt man durch Addition von (2) und (4) und gehörige 
MietUnilüa «88(1): die Gleichungen: 



9. 



IC 



2$3 

= Ä,» +l?,»+2Äc cos (60) 

''-'■' i=d,»Hii-e* HH^<?i cos (Ä€?,) 
Ä» +*,»=<?» H- «^ '^ ÄJP,^i tos («^,€?,) ' 

' =«?« 4-Wi» + *»<>i cös(«wfi)| 

. >• =fia«i»--+-4jV-|*?f»^ cos(»^) 

. =»,*+^' +2«^, cos (o^i) 

Sind daher die 9 Geraden aa^d&iötid^S^ii gegebeib^ so lassen siel 
aus je Sechsen T6n ihnen immer 2Wel Hauptwibrkel linden. Sim 
die Uauptseiten allein gegeben,- so reichen dieile Itin, alte dreidia- 
rakteristischen Winkel zu berechnen; sollen -liingeg^n die '4 Tier- 
eckswinkel irgend eines einfachen Viereckes gefunden werden, sc 
muss ausser den 6 Hauptseiten auch noch eine der Grossen 3^ und 
zwar diejenige gegeben .sein, welche ^it^^ 4^a .Diagonalen dieses 
Viereckes gehört. Demnach, ist also. z. B. . . 

■ ■ > . l 

C„s^ = _ 1_ _:i=_l^__ 

''•" ^=- 1^, ^ =* W. 

und 

cos(»^)=;= ä-g-j ^. cos(aÄ,)= ^-j-* 

cos(a.^.)=: ^ ^,^, , c.s(a,i)=A i^ '- 

u. s. w. 

' Neben den in §. 4. unter Nr. 1. zusammengestellten PuddameD 
talgleichungen giebt es aber bekanntlich nocli eine zweite, in wel 
eher die Sinusse: der. Winkel vorkommen, und die gewöhnlich uo 
ter der Form: 0=:m sin P+^ sin Q + p sin 72 für das Viereck 
und fo sin P=« sin Q für das Dreieck, dargestellt wird. Dei 
Kürze halber sollen im Folgenden beide gleich zusamnengezogei 
werden; dies giebt die Ausdrücke: 
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so finden für den Fall, dnss 
chungen statt: 

!i !LJi 

Ä ® + 

i? If *• 
I ® + 

?-^ i 
^+ I 

H- 00 I 

« ^ - 

I I + 

^ g *• 

' X I 
^ i 



»=«, ist, stets folgen« 






+ 



5^ 



3 



I I 



I 



s 



i 






If 



O 

OD 



If 



II II II II 



*-s •" ^ ^ -X 



S 



I 

b 

H- 

s 

I 



■^. .. 



I; 

+ 
+ 

T 
+ 

+ 
1 

+ 

7 

I 



^ ^ 5^< 

+ + + + 
I i> i s 

M '^ IM 19 

MM 

A A A O 

e o e p 

OB 8B « 6 

If If H- If 
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2aa 

= 16F»-|-8<jr#,^^, cos ^ 

= 16(1^' db ry - 8^, M^ C08 {A qp i?) l 35 

f 10. 

Wendet man -das ullgpemeitic Theorem aof diBJenigen Haupt- 
dreiecke »n,' welche über, den Seiten ^^ und. ^| stehen» d. h. setzt 
man b-=iu und dann by =», so bekommt man: 

Ä»Ä, »=»*«,* 4- cV,» — 2aa,cr, cos ^' 

^ *V/2=iÄV» +i»i*r,* -^iLma^eCy^ cos ^J 36. 

Äj^tf,* rÄ«»i?,»-|-ur,»c^ — SuflTj^^, cos 

Ä»(^,« = a*c* H-flfi*£?,»-|-2«(r.,£?Cj.cos (^— C^) 
^,»<^,» = Ä»€:,» +a,»c» 4-^«i<?<^, cos (^H- ^jl 

*»t, » Ä ^tf , • -+. cV| • + 2Ä|7,€^V «•• (^ — ^)f 
^',»£3» = »»»,«+ <?»r,«+2aa,<?c, cos(^HhO 

e^ «=Ä:«»-ha, ^— 4iJr<r/cos (v^+Ä)=c*+c, 'Hh^rCj cos (Ä— y>') 
^^»=ii»»-H]rj*— 2<ir«, cos (V— Ä)=c*+Cj*H-2<?ri cos(Ä-|-^j 
f,» = »'H-^» — 2iar^ cos [(ijr^) +(Äc)l ^ ^^ 

' =»i* + ^i' — ^ÄT^r, cos [(Äc,) +(»1^)1 

£2« =i= «»+€?,«— 2«?, €J cos I(aÄjHh(V*)l 

= »,*-Hr* — 2flr,<? cos [(^,^,)-f. (^,c)] 

s=:16JP" + 8wiCri cos ^' 

s=16(iP=t#"^)»-.8Äif,«?, cos M=F^) \ 39, 

= 16( ^'^^-^ ■; ^-'jr ^-^^' ^"> -^8a.,c., cosM-C) 

Vertftttscbt man (Taf. 111. Fi^. 5.) über der Diagonale b die beiden 
Vierecksseiten a^ und r, so eniält man ein neues Viereck» is 
welcheiii^^ und e^ die Diagonalen und ^^ die doppelte Verbindiings- 
linie zwischen den Mittelpunkten der letzteren sind; vertauscht mu 
dagegen die beiden Seifen 17, und c, über der Diagonale ^1, in» 
werden ^1 und e^ die neuen Diagonalen, und Ca die doppelte Ver- 
bindungslinie zwischen deren Mittelpunkten. 
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+ C=^» + c,»4-2»«i cos (t^ + Jff) 

4-£,'^=c» + €?,» + 2aa, cos (V^— Ä) 

= a» + a,* — 2c£?, cos(Ä-»-^| 
4-»?,»==a» + «,»+2ÄZ», cos (r— t^ 

= ^'+^1*— 2«a, cos (€T+;^ 
+-i7,»=a» + «,» + 2^Ä, cos (C-f-O 

= Ä» + Ä,»— 2««, cos (C— V'') 
lieb ist aucb noch: 

16JP'^ = Ai^b, » - ( Ä* + a^» — €?• — c, «)*| 58. 

r 

4^ = ( <^« -+- Ä, » -^^ €* — c,*) tang i?[ i§. 

4/'"'== (— ^» — ^, * -4- c» -f- €?,») tajog ^ 

< . • ■ •• 

ere Ausdrücke wie z. B. 

zwar niclit ohne Interesse, fübren jedoch auf zu specielle Be<- 
ituDgen, ß\^ dass wir sie biier naher erörtern könnten. 

§. 15. 

Es ist nun zunächst noch übrig, das, zugeord.netf$ Dreieck mit. 
iu Seiten und Winkeln zu betrachten , wds^ mit Hülfe d.es all- 
einen Ptolemäischen . Lehrsatzes auf sehr einfacfie Weise ffe- 
hen kann. Zuvörderst erhält ]^an durch Anwendung des be- 
iten Satzes, dass Dreiecke von gleiche^ Höhen sich wie. ihre, 
idlinien verhalten, die Gleichungen: . . ..... 



'16* 



/ > 
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s. w. Auch 4iese ^leicbuDffen lassen bemerkeoswerthe Umfor- 
iQgeD zu. Setzt mau z.. B. io der ersten derselben 2T^ = 
b^ sin («i^i) und 2T^z=:ayC sin (u^c)^ so erhält man: 

— jf/ ^JP* (g|^i) , siu» (aic) -^ 2sin (g|^i) sin (g|C) cos (bcM 
""*^» ^ sin» Ä ■•" sin» C "*" sin B sin 6' ^, ^^ 

— ,/Sin«(flrjift) sin» (g|gi) - 2sin («li^) sin (i^^Ci) cos (^|g) v 
""^» * sin» B "** sin» C "^ ' sin /? sin C ^ 

le Ausdrücke würden wichtif^ seiD, wenn es g^läng^e, die in 
Parenthesen stehenden WinkieJaggregate auf irgend eine Weise 
lem zusammenzuziehen.' Mit den bis jetzt gefundenen Formeln 
iint dies jedoch nicht gingen zu wollen. — Wichtiger sind 
?gen die Werthe, welche ;3icli durch Anwendung dieses Verfah- 
vär die Hauptseiten ergeben. Für diese ist nämlich: ^ 



Z'»«» =c»Tj»-i-c,*!r,»— ^c;,TiT, cos C\ 
r^a^ =^»7\»-»-Ä,»T,» + 2ÄÄ,r,r, cos ^f 
/'»ir,» = c»ra»-|-ri»T4-» — 2rc.7;T4 cos 

i^»a,»=sÄ»r,»^Äi»r4»-f-2^,T,T4 cos Ä 

. w. Demnach ist jede Hauptseite des vollständigen Tiereckes 
tb ein Paar Gegenseilen, ihren charakteristischen Winkel und 
zwei über der gesuchten flauptseite stehenden Hauptdreiecke 
inmt. — Sucht man endlich den Fläcbenrauni des zugeordne- 
Dreieckes, so hat man zuvörderst:' ' ^ 

Dreieck CGE=lS,a^^^^ 

Dreieck C/'i^ = ^ =± ^^^J 68. 
Dreieck TFC = /\y =r^^?* 1 



hieraus sogleich: 



.1 ^.; . -t 



I 



. i 



246 



S 



II II 

8 



SS 

•3' 



ta 

5' 



8 

M 
"I- 

s 

M 

Sc 

+ 



OD 



II 

9 



> 



+ 



o 

OD 

*: 
■e 

I 
+ 

e 

4: 
I 

+ 

+ 



'S 
f 
'S 

I 

'S 
I 






Ausdrücke, welch« faiDsichtlich ihrer Eleganz wohl nichts zu 
sehen ührig lassen. Was endlich die Winkel des zugeordi 
Dreieckes betrifft^ so würden sich zwar dieselben aus den drei 
ten demselben in Verbindung mit dem Flächeninhalte ^ abl 
lassen; indessen sind die so erhaltenen Ausdrücke sehr weit! 
und unbefaülfiieh. Da wir die Werthe dieser Winkel im Folg< 
auf eine andere Weise bestimmen werden, so mögen dieselbe! 
der Hand ausfallen. 

«.16. 

Bs bleibt nur noch übrig, 'die Aufgabe zu lösen: aus ir| 
fünf von eiii^ander un^abhängigcn Stücken des voUs 
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digen Vierecks alle iii dieser Fip^ui* ir^rkommeoden Sei- 
ten und Winkel jtu bestimnien. Die Lösung dieses Problems 
wird ups eine allgemeine Tafel von Wertben versebaffen, Wie sie 
> Carnot ii seiner Geometrie der Stellang ats^eutwickehi verlangt, 
. am durcb'Combilia^iop .^er.in ibr entbaltene^ Ausdrücke j^ed^Dtbe- 
[r liebigen Bestandtbeil der Ülonstruktiuh in sdnen Beziefiungeb zu 
r den übrigen. Be^tandtbeiletiüberseb^D zu kixnnßn. AU^^dieiünfgie- 
' gebeojen Bcstiinmüngs8|;ücke mögen im Folgenden die vier Abschnitte 
diw-. Hattptsinteti-<; und €>,' zwisctien ilrem zusred'rdmten Punkte:^' 
: (Taf.lll.' Fig.Jy), -und de« vier Hauptpunkten uiBCD^ und der zu- 

gebönee cbarakieristis^he ,Wink ^erden. Um die 

ezeiebnung Wtiz^ uihablmbgig zu b^lten^, "^'illeb folgende Benen- 
iQDgen eingerabrt werden: »in::» 



*^^ tE-l BE-. ^^^^^^l^' 

^ Hiermit wmi jiup sofort.terbalteo:. . ■ 

* • . . V ^ 

«»z=;i,»+^»— 2;t>,^, cos C, />»=;;, »+y,»+2/>.^, cos Ci^,^ 
u,^=p^^+^^*—2p^^^ cos C b,^=p^^'^q,^+2p^q, cos C) 

sin Ci 




72. 

— 2(;?, — ;?J (y, — ^'J cos 6?} 73. 



— ^(/^i/^+^i^a) (/^i^a+Z^^i) cos C 1 ^^ 

+ 2(;?i;>2 + ^jy.) (/'i«^! -^PiV^ cos c 

_ Femer ergiebt sieb : 

Pi = a cos (ac) H- 9^1 cos Czinb cos (äc) — y^ cos 

p^ = a^ cos t«,*?) + ^a cos C=d^ coä (^jC) — y,'COS CI 

^ y^=a cos («C|) -hPi COS C=dt cos (^i^i) — /^a cos C( 

^>» = «, cos («,c,)+;?2 cos C=Ä cos (ä<?,) — /?, cos C] 

». 

- Dsreh gehörige Verbindung und mit Hülfe von Xr. 72. findet man 
liieraas: ^ 



cos (ad) =(;»,» — q,q^) —pMv — ^») «os Cj 
»jÄ. cos («iÄ,) = 0»,* — y,ya) + /?»(^i — ^2) cos ^ ^^ 

ÄPÄ, cos M,) =(^,*— /^if^a) — 7i(;^ — z^) <^os 

a^b cos (flr,^) ==(//,* -^;/,;/,)+<7a(/^ — ;^,) cos 67] 



■Sfc 

li" 



räcke^ welche durch ihren ■vmmetrischeD Bau wbr heMerkena- 
I rind. Führt man die Pt^beDrSnme T and F ein, so gehen 
bea in folgflnde über: 



mi 



* ■ T . 



\ . 



PJP'ß C08 ißc) =c T,T, —c, T, T« cos C 
FJF*'ß cos (/Je, ) = c^ r, r, —c T, T, cos C 
fF*ßa cos (|8a) = c* T, » T, + c, » T, ' T, ' 

/*/"|?a. cos (/»«,) = c* r, T, » + c. » T, t? 



F'PfyM co8<y«> s=*. » r,^ 7!,( r.r T,H-c» T, » T»! T,- y,) ,. „ 

-ce, T,T^\ T,{T,—T,)-t-T,( r.-T,)} cos Öl. . '^ 
WPJP'Yb ca»(rb) =e,*T,T^'iTj-T,)—e*T,'T,{T,-T,)f 

I -«. T, T«} r.{ 7',-r,)-r,(T.-2V) j cos c| 
ppF'ri',] cos(y*.)=c,»T.' r4»(ro7;)-cTiT,»cr.7y«) 

-cc.T.T.iT.CT.-T.HT.CT.-Tjrcos T' 

Ferner setw mm •■• ' i •» " ' "•= •-■ 

GJfr=(aa,) ei/F'={ß6,) ^ÄÄ = (y«,)| 

»wird Doefa: •'.■..■•;, .■•..... ..., 1 ij.,.. 



'' L, ' • ■^- IUI 






FPr'rcoHrc) =c T.T,(T,-TJ-lr,r.T,(T.-T,) cop^;!) ^ 



Setzt man endlich 

NE=ä^'' QE=ß^ €?Ä = yJ 91. 
NG = a, QFz=zß, FR=:y,^ 

M ergiebt sich alsbald noch; 






..■■j^^—F^F' p* — F^F' •y^~F^:JF!:{^' 

aF ^ __ ßF . _ yF' 



■ . if' 



,» • 
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Durch scbicklicbe VerbinduBgen der GleidiviigKB {%^) tindet maa 
ferner: 

flf«i + W, +«^ + «^1 +«iÄ-|-«j^, =rcj +c^-|-€?,/' . • 102. 

' ... « ' ' 

d. b. die Saiptte der aecbs Rechtecke aus je^zweien Sei- 
ten eines einfachen Sehnenviereckes erster Form ist 
gleich der Samme der drei Rechtecke aus je zweien sei- 
ner drei Diagonalen. ' ' 

\ ■ • • . 

/(c=fcc.) = (ad=«,)(Ä =fc*.) 

r.(c=fc/) =(a=t«) K±Ä.) ' ^ 

e {c,±f) = (azki &,)(», dz i) 

Die Gleichungen ( 103) lassen sich auch als uamittelbaretf Ergebiran 
der Foi'meln (53) und (54) betrachten. Auf die nehnlige Weitie 
kann nun auch jede Seite des Viereck a iiestimnit werden. Deon 
nach (99.)' ist: 

Im. 

ingleichen: 

a_ bc — biCi ^&_ ac — a^Cj inÄ 

«i ^Ci—öjC Ä| acx — «iC 
a. s. w. Ferner ist nach Nr. 2. auch 

— «* + «,* — ^»-|-Ä,»=2(a^ -h^i^i) cos (f A) 

= 2<2^ cos (Mi)L^ 

— »»-|-a,» + Ä»--^»*=:2(a^, -h«,Ä) cos («,^) ' 

=:tc/ cos («,^) 

und hieraus folgt durch Vergleichang nit Ib% 11. sofoH» daas die 
Durchschnittswinkel der Diagonalen cf und c^ tiothwendig resp. 
gleich (flr,^,) und (a^b) sein müssen. Es ergiebt sich demnach 
auch wegen Nr. 96. «nd Nr. 11,: 

^!^^^5±^ = co.i(ir + ^^l(>8. 



, (gg, — A^i) (Ag — ^tcQ »,_^(«£i 



uud: 



.__^) 114. 
taog iJ taag }Cs=r—^ 



folget. Ferner ergiebt sich: 



/! = 



4sin 1(17 -H >^) «in J(i? — ^) cos }fi ^ 

4cos ^(i? + A) cos i(i7 -> A) cos ^i 

#-i& 

— 4cos K^ H^ ^) sin \{B ~ ./) sin -JC) 

— 4s^Q K^-i-^) cos \;(B-^Ä) sin ^C 



115. 



Es ist 'ganz unverkennbar, dass die Forikielo von Nr. 108. bb 
115. das Analoffon zu den Formeln für das jfferlidlinige Dreieck 
bilden. Trotz .i|ii*er grossea Einfachheit und Eleganz scheinen sie 
doch bis jetzt noch gar nicht gekannt zu sein, weshalb die aus- ^ 
fiihrlicfie Mitth^^ilung derselben hiel: nicht am unrechten Platze sein 
möchte. Die Untersuchung über die Eigenschafteil der Sehnen- . 
Vierecke aber noch weiter zu treiben dürfte kaum 4er JMUihe loh- 
nen; die gehörige Verbindung der hier entwickelten Formelit wird, 
fast immer hinreichen, jede yedangte Untersuchung zu Ende zo 
fähren. Nur folgende Ausdrücke mögen hier noch Platz finden, 

da sie hei vorzunehmenden Transformationen gute Dienste leisten: 

. ' • .' ■ ' ■ 

Os=äa, cosi(-^^C)cosi(-rf— CJH-^Ä, co8i(i?+r)co8^iff-C0V 
i)=0a. sini(Ä-+-^ sitti(i?-^)-f-cc, cps^(Ä-*-C) cos^Ciff- Cyt XA 
Oä/^, 8ini(i?H-^)sini(Ä— ^)-^, co8i(^-#-C)co8i{^— <7)) 

Mit ihrer Hülfe findet man für den Flächenraum D des von dei 
drei Diagonalen gebildeten Dreieckes die merkwürdige Gleiehnng: 

/!»— /^=Ä* sin (A-^C) sin (Ä+C) sin (CJ-^ sin {B—C) \\\ 

§.20. 

Endlich sind noch die Werthe zu bemerken, welche beim Seb* 
nenviereck für die einzelnen Bestandtheile des zugeordneten Drei« 
eckes erhalten werjd^n. Man findet zuvörderst ans Nr. ^;: 

^_^ a cos» ^ß -H g) _ j g.cos' i(^.--C) 
' * Äi sin B sin C ' a sin B sin C 

ß=d,. ' ''"" ^^T^ ^^ = j, \ "?"' j^^-/^ iia 

f^ ' Äi sin A 8in C * Ä sin A sin C a **"• 

y_^ g sin» UB--4) _j c, sin» i(B + 4) \ 
' ^ t\ Ci sin ^ sin i? • * c sin if sin Ä 

also auch: 
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identisch ist. Die Coordinateo desselbeq seien ar=^^ ^=^9 >' 

Nacb der Gleichung (2) hat man: 
folglich da -r- :=: p ist: , . 

also 

hv ^ bb.v-bY 

und 

ifar'^ + 2Äary + cy'y' + ^=0. (3) 

Beide Curyen (1) und (3) sind also zugleich concentris 
ähnliche und ähnlichJiegende Ellipsen, oder Hyperl 
zwischen denselben Asymptoten. 

2. Ist die gegebene Curve eine Parabel und der Aiifaogsf 
der Coordinaten im Scheitel derselben, so wird die Gleichum 
die Curve auf die mit den beiden Seiten des Dreiecks paral 
Axen bezogen: 

und wenn man wie oben verfährt, und yF=i^* -f-2ir»(^c- 
setzt: 

V und v' sind die beiden Wurzeln y der Gleichung: 

^»y» -I- 2y(«r3J + 150 + «*5* + 2cJ; also ist 



« + «' = — 2 



^a 






und die Gleichung für alle dritte Seiten des Dreiecks: 



* 



mlso, weil nach dem vorigen PangraplieD 

iit, imiBer 

'4. Wenn, indein A^ A^^ A'^y. ,. An laiiter conitanfe Grössen 
^zeichnen, 

F\af) = Af(ai) +^,/,(^) + A^fJ(ae)^ . - . -4- Anfn{a:) 
i^; so ist bekanntlich jedeneit 

m^^yx = A ff{a:)da! -^-A^ff, («)«te + A. J/,i.a:)da! H- . . . 

\.,.+Anffn(a)da:, 
ud folglich, wenn wir äberhai^pt 

y/i(^)^==9i(^)» 

U. 8. W. 

Mtsen, ^ 

JF{af)da: = ^9)(^) + ^iViC««^) + -^«9«('«^) -I- • • • -I- Anfn{»)t 

tlio nach* dem vorigen Paragraphen " \ 

rh ' ' ' '^ 

I F(a:)da:= A\g>(ö) ^ 9{a)\ 

" 's 



- w.. 



^.;■ f.* 



1 i.' nach dem verigen Paragraphen offenbar 

^Af\^aß)daß + A^f fr{a:)da: -4- A^fj'^(a:)da: -H . . . 

. . . +Anrjn{af)(kc. 

♦ 3. 
Wenn wir wieder Überhaupt 

selten 9 so ist n^ch dem allgemeinen . Begriffe des Integrals be- 
kanntlich ; ' i ;, 



und 



I - 
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V 



•Iso») . 

; /(a-+-0»)H-/(« + *-»-®.»)-l- • • • +/(«+(«- l)<+©«-l*) 

5/(«) +/(« -♦- <; +/(« -+- 2*") + /. . +/(« + (* - 1)0 

/(•-l-0<)-4-/(«+ #+0,0 + . . . +/(«+(•— l)«+0»_iO 

^/(a + +/(« + 20 +/(« + 3<) -I- ...+/(« + *») ; 
fol|^lich, weil ,a«sb :<ler VoraassetMD^. 4 positiv iit**), 

><{/(«)-*-/(• +<i+/(«-»-2<)+. ..-4-/(«-»-(ii.-lV)r 
«id 

»{/(«-♦-©0-l-/(«+ «-1-0.0 + . . . +/(«-+-(*- l)<+0»-4<)f 

^ ••|/(» + «)+/(«+ 2») -h /t« + 3«) ■+...+/(« 4- «0?., - - 

Setzeii wir also hier und im Folgenden der Kürze wegen 
J=: |J/(a)+/(« + .) +/(« -f- 2«) + , . . +/1(a + ([1.'- 1)»)}, 

M wi nach den Vorhergehenden , ' . ^ ^^ 

d. h, ^ i$t^y(<af)da: eineHUtalgröflae rvMcheo .^S fpoil S, pdtff 

in' der. aas Theil 1. XL. f. 33. bekannten Bezeichnung ^er Mit- 
lelgröMen: 

Wenn wieder t positiv ist, die Function /(x) aber fbrtwtthrend 
ibniamt, wenn man sich ^^r TM ^=s« bis 4^ = ^ stetig yerändern 
Hast; ao ist, weil d, &|, @,, . . . @n^\ lauter positive die Einheit 

, ■ • i-'- 

■ .'■'. ' ■ ■ • ■' * ■ . ,'■■'.'■ . •■ - ' / 

•) Th•i^ L XL« f. S. 4. S. 

*) Theil L XL. |. 11. f iS. V 



v; .-. . ■.■r</rf'^ ''•^<2-». .-^ 
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Dicht übersteigeDde Grössen sind, ohne Beiiehung der obern 
und uoterD Zeichen auf eiBand<$r: 

■ • * 

... » ■ •• 

/(«-|-<-|-0..).^/(«+i) 



I ^ 



/(«-♦- 2< -*-©,<) ^/(« + 2»), 

U. 8. W. ' 

/(a + (« - 1)< + 0«_i<) '^/{a + (• - 1)«) 
und, ■ .; • 

/ 

/(«-|-<+0,»)=/(«H-2<), ' 
/i[«+ 2* -I- 0,») 5-^* "•^^^*)' 

■■ '-'■■•'• -'• • u. s. w. J_- v^- •■ 
/i(0 + (i. - IV 4- 0«-W) ^/(»-H-rfh 

^/(«) +/(« + ») +>(» M- 2<) + . . . +/(« + (* - 1)<) j 

und .- _ . - ^ . . ' -. 

/{« -*- 0«) -!-/(» -*-»• + 0. »•)+.. . -H/(« + (•- l).H-0».i<) 

J/(« + »1 +/(« -H 2») +/(» + 3») -H . . . +/(« + *<)» 
folglich, weil nacli der Voraussetzung * positiv ist, 

••{/(«+'9i")-4-/(«+*-»-0.*)+ ..v+>T[«H-(«»,-1)t-l-0»_i^l 
< <i/(«)-4-/(« + *)+/{« + 2»)+ . . . +/(«+ («-IWl' 

und .' 

»{/(«+0«)+/(«+«+0.»)+ . . . +/(«+(»— i)<+0«-i<)! 

d. i. nach dem Vorhergehenden ,j ' 

und folglich wieder 

Wenn t negativ ist, und die Function /*(a:) fortwährend wEchit, 
wenn man sich x von ix'=a bis a:=zo stetig verändern lässt; 
so ist, weil @, 0|, 0^^ . . . @n— i lauter posi^ve die .Einheit .nidit 
übersteigende Grössen sind, wieder ganz wie vorher ' 
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5/(«) +/T« + *) +Aa 4- «0 + . . . -h/(« ^ (• - t)») . ^ 

und ^■'•' ; ■ ■ ' •• : ■■ 

/(« ■+.0.) +/(# + » -|- 0. «)-*-,. . +/(«+(#-" 1)«+®—!.) 

5/(« + ») H-/(a + 20 -H/(«' + 3») + . . . +/(« + »«•) 

Weil aber jetzt nach der Voraugsetzung i negativ ist; so ist 

5«l/(«) +/(« + +yt« + 2i) + • . . +/(« + (* - »)»l 

nd 

(Ii9 naCch deii Vorbergebenden ' 

nd folglich wieder 

Wenn I pegativ ist, und die FunctioD /X^x) fortwährend ab- 
qiiBBit, wfDn.iMiii sich a: vo^ j;r=« bis «ir = ^. stetige Teravdeni 
läist; so ist, weil 0, 0x, @^, . . . On^i lauter positive die Einheit 
licht übersteigende Grössen sind, ganz wie oben 

/t« + 9$) +/(« + /+©,/) + ..■ +/{a + (n — l)f -h0n^,f) 
5/(«) H^/(« + +/(• + 20.+ . . . +/(« + (« - 1)0 

m 

^/l(« ^- i) +/(« -4- 20 -*-/(« + ä«) + l . : 4-/(« + «j. 

Wm) fkbee j«^t nach der Voraasaetznog «' nega^ir ist, so ist , 

> »lA») +/(• + i) +A« -I- a«) H- c • -*-/(<» H- (» - 1)<! 

■nd •; . ■■ ;:./. 

<«l/(«-4: +/(«+2#7 +/(«-♦- 30+ . . . +/(« + »Ol ; 

«iio nach dem Obigen 

TkeU U. . ' 18 
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und folfflicb, wetfn m^u wiedel"liacb^ diffbrCntiirt, \ 



also, weDD man wieder Dach y diff^reptiirt, 






</y« 




\ r •. 



rf'A^, i^)- 



rfy« 



f/^ 



=7! 






da:. 



Wie man auf dies^ Art weiter gelien kauo , ist klar, und los 
ist daher id Völliger Allgemeinheit 

.Man neoDt di^^Mr^ diese Gleichung vorgeschrieben^ Ope- 
I&6B die^DHffbr^ntii^tron unter dem Integralzeichen, und 



l^edrent'sich derselben häufig bei .der Entwickelungi bestimmter In- 







»es das in Rede stehende Integfa^iauf der einen^ die Function un- 
er dem Integ^ail^eidlen Auf der .aV<)«rn' Seite (des GtoicbB^its- 
teichens willkübrlicb oft diflPerentiiren, wodurch man jederzeit eben 
if.Tiek neue be8tiiAiiite'^tf(gra1e findet, als man Diiferentiationen 



remchtjet bat. 



§. 5. 



Wi^ wqU^n' jttzt aupb den Fall betraöfatea,. wenn die b^den 
Sräozen des InttgriiU selbst^'Veräiiiderlicb , bämlich zwei belienige 
i'VQctionen Von y slnd^^ die wir durch Y und YK baiäetcbnen wollen, 
bd^ T die untere, y\ir4 (/b'ere'^i;^Dze des Integrals ist. Set. 
len wir nun wieder der Kürze wegen 



y, .}'» - 



.♦ VlT^ 



md lassen sieb y um (^ vei'ltndern, so wird 






• • '^ 



' ' A /^/t^, yy-f^Cp W+ Ay) - 9>(y). 



Ferner ist, unter der Vorausetznng, dass Fund K^^tir xH-^^F 
lod P + ^y i^l^tgehen, wenn jfjn y+/\y übergeht^ 'offenbar/ 



r+Ar 



od folglich 



so nach dem Vo^%«^ebendeti^ 






(\ 



J^Y^^' ^^^^^—Jvtbj ^^^' //+AyK^-yV/(-^S yM-^' 
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I 

Naclr §. t. 2. ist 
uod 

» 
also 

folglich ist , * 

also nach dem Obigen 
d. i., weil Dach §. 2. 4. 

—Sy\A^> y+A«^-/(^, y)l^ 

ppd folglich 

Y /(^' y -*- Ay)^^ — y y /(-^^ y)^^ =t/ y A/(^ , y) . '^ 

ist, 

j. A/(-^. y) • ^^^ —y jr /(ä?, y-f- AyK^ 



also auch (»ienj^r . 

Setzen wir nun überliaupt ' ^ ' :l ^ 

w ist , , * 

y . /(tf > yK-^F^vC F+ A J', y) - V't J"» y)» ^ .r 

UDd folglich offenbar 

also aucif^» -- * ^ , , 
; g/,. ■l-/{^y.J^+Ay)^7=^^^-r-i ^ ^|r"- . -^. 

' Littst man jetzt Ay> ^Tsb üatUrlich auch A '^ si(5h der Nult nätierbl' 
opd geht zu den Gränzen über, so ist^ . 

'*•' ' ' . t . \. * . 



. ._ 0(r-f-Ar, y + Ay)-^0(y. y-f-Ay) r- Ar 

=s:1^QI — -irr^r: — . ^j^ "T-. T" • Lim ^; 



md weil nun offenbar 



j 5^ V>(y-i-Ay, y-f-Ay)— V^y> y-i-Ay) _ dxp{Y, y) 
.'*^ ^ Ar ~ . y^ 



'- » i:^:.Ar_!fi: - ■ -^ 



»i 



V » • ^ I « • 0# •* V. V 

^"^ ©/ r -A^. y + Ay)«te = ^y . ,^- 

Weil aber bekanntlich > t ■ 



•A^ 



ist» so .ist;. 

%i^)=/C^, y); also ^;S^=^./tV, .», 

N 

Ofld folglich nach dem Vorhergehenden 



/ I 



A 



?/'l'. 



2ai 

iit, io die Gleichuog 

ober, welche ganz mit der im yörigen Paragrapheo gefundebeb' 
Gleichung übereinstifnmt. ^^ ,. , ,^*' \ .^v 

♦. 6. 

t 

Wir wollen je^zt überhaupt ^ 

\ .^» ■ • • ' ■ ■ ' ■ \ \ ■ » . • ■ i ' ■ • ■ "X 

tlso 

ietzen. Nach der zuletzt im vorigen Paragraphen gjefun denen 
Gleichung- ht^ i-.-.. ... - ..v-/ . ..••,'*-^ .^^ •. ■»■..-:• ■ '• - -vh 

oder , .^ . .v)", .-_-. v.\., /v.f , «y 

und folglich nach, dem Vorhergehendep 

^J y(^> y)<5^ •= ^J^fi^y y)^* , 

also . - V ' 

Setzen wir nun iiberliaupt ' ' \ m \ 

Und folglich , . 

f^ //(^» y)ite -+- Const = ^Ä, y) — ^0, y), 
algo ^/ •••;•. \ \ --, :"v '^v !. ./^.;'\ \ \ 

A "^^ J 'f{ßßry)/do^\\\i, ijijii »,! r.i/ .-tii. '11. 

r. •'.'•Ml ' **■•••..■■■ ''V'I,i-''J .'.'A '-MM! • »ij f'fl'."' 

RTi^ch^dem Wigen ist , . • . .. - ^ j,. .,.,. , ,, .,|,., 



ti 






»8 . 



ist. •■<''' ■' ■'■■ '■'••■' • ''•■ '■'■■ . '■, ■' .;>i.Mf>'' •M.IO 

■'■''''■'•• ' - ' •. , ''."» . _ ■ '■• • - '■ ' ''^*V ' 



Deber die bteatimmten Integrale 

rp- und / -; . 



f 7. 



w-. 



Zuerst wollen wir in der Kürze die beiden Integrale 






entwickeln. 

Für AT — «==« wird ^ hj'>r:, { , 

und folglich, wenn man i«?==r setzt; 1 i 

iiod folglicV weil ' ' ' 4--^; )\ 

Ferner kt, UNWtt matt^wiedeff 4r ^^«rssw seM^i > ''' 

y ^ da: /* du 

also, wenn ussßx gesetzt wird,; < v.> ^ . 



VA» V 



886 . ' 



.»» I 



und folglich ('i.VA 

^9.yt Z^ " W—")'^ , affff /*+" ■ <<ff.-, ,., ..1 - 

ist, .SO ist nach dem TorhergebendeD offdobar 

ein Resultat^ wekhesv^ die folgenden QetrachtttBgeniJioj^ffrosser 
Wichtigkeit ist. ^^> r, -: ^ «ai\Ä«^ 

...rl^fir 4K=|0 er^e)>t siel^ ausi der ^orhergehcDd^D^^Gj^^ifj^ang^^^^ 
und folglich, wenn man j^=0 setzt, auch immer 







Also ist jederzeik . ' * ' " -'^ +- - 

.welches auch eine ifbv.niebrfacherBeziehaiewiclitigc^. Gleichung ist. 
Setzt man in der obigen Hauptgleicnung — ^ ^^ ^> so er- 



m 



man 



.' >. 



im I 



'•»:•/ |. .. :\;| hiH« 






t' - . f .--f-. 






E^ sei jetzt , ^, 

wov/](ar) und J^ö?) ganze rationatcl-^Egel^räisc^e. Functionen be- 
xeicbnen, deren erste yod eiubm niedrigem Grande als die zweite 
ist, eine beliebige echte gebrochene rationale aJg^rai3che Function ; 
der Coefficient des höchsten Gliedes der Function F{pß) sei die 
£ioheit, und die Gleichung F{ai)'=.iS habe lauter ungMcÜii^ Wnr^ 
zeln. . Die reellen Wurzeln dieser Gleichung seien ,. . - f-«^ 



a, «,, «,, a,,' , '^ * 



ind ihre imaginären Wurzeln seien; 



299' 



also ancli aJKenjbar . . 



■'!■.... ■• , 



Setzen wir quo überliaupt ' ' ' ./. , ^ 



M ist . 



„^ /(ff, y)«to F= V( 1^+ A y. y) - v( y. y). ' . . 

QDd folglich oflFenbar 

also aocfc * ' *^ ^ ... 

jj/ j,' i-/(a?,^+ Ay)*^ 7= --^- — ^ — "^r-, • Ay- 

Lägst man jetzt Ay> ^Isb HätUrlicIi auch' /\ }^ sitih der Nult näberbl' 
und geht zu den kränzen ü]l)er, so ist^ v ^ 

.. ^(r^-Ar, y-f-Ay)~0(r. y^-Ay) ,:„Ar. 

und weil nun offenbar 

I ._ v^(y+Ar, y-f-Ay)-v<y> y-i-Ay) _ ^0(^1 y) 

^y^ ^ AT ■ ~ ~dY 

und * , - 

^"^ Ä^ r •^^' y + Ay)'^»' = — rfF^ • ,^- 

Weil aber bekanntlich n 

< . *(^x y) =//'M^», yM-«^ • \ 
ist, so.ist, ,.,„ ; -v-^ ;,,/ 

'^I^^Aar, y); also ^■?^=^/(V, y)/ , 
and folglich nach dem Vorhergehenden 



^ ii 



t «.' • !■ 



/ I 
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Wenden wir jetzt den im vorigen PaVagrttphen bewiesenen' all- 
[emeineil Satz. an, so ist. 

ind folglich . ' * 

n setzen. 

Ist nun zuerst n eine gerade Zahl, so ist, wenn alle im vori- 
;en Paragraphen gebrauchte Symbole ihre dortige Bedeutung auch 
Btzt beibehalten, nach dem Obigen 

; = C08 — , a, =:coB -— , a^ szscos —, ... «|(, 

, . w fl . 3w ^ ,571 . {n^l)n 
s=Mn — , ßt =sin «j^, /9, = 8ln ^:, . . . ft(*-2) = «^ 5^5 



-2) =008 ; --^; 



nd folglich 

^ =fc irt/:rT = li(co8 ^ ± Sita iLv/ri);^, 

' ■ '■ ^ 



U. 8. W. 






. (» — l)7r 

sm 

n 



[/ZZJjm^. 



id. i. nach Theil L XL. §. 54. 



1 . (fPr-^ll)7f - 

cos dbsin 

n 



. (iW — ff )7f 



r^^v^i. 






U. 8. W. 



^(•^Kid»KK-2)K-r=-lcos ^ '-^ ^zfcsin '— ^K-Tj, 

folglich Ist 



-^ 1 , {m — nJTf 
B — - „n — ;;— , 

-, 1 . Zim — it)7f 
^• = « •"• n > 

Ä,=^8in— ;p— , 
n. 8. w. 



TheUll. 



19 
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»Ä(l — ' C08 y) = sin a:\ — 2siii-{^ + «iy) cos y — sin {pH — y) 

-hsin (a^^7«y) eö»y— cos (ac^ny) sin y+^in (^+iiy) 

= sin ^(1 — cos y) -+- cos o; sin, yt 

-h sin (4? -+■' ity) (1 -:- c6s . y) — cos (x ^ ny\ sin y, 

ilso, weil -. V V 

' . V ■ . i -• ■ • ^ 

1 — cos y=r2iBiir ^y'» sm y=2sin \y cos \y 

isl^ Tremr BMm; aii€ beid«» Seilen Mit %k^ ^ dividivt^ - - -^ 

2i6^ aiB l^icsi» ^ 81» ^-4«coB ^ CD» ;|y / 

-f-kin (4?H-#<y) sin |y— Cos (a:-|-«iy) ci^ iy " 
=:coa(^ — iy)— cos (a;-4-(»4-^)jl)»i >; >., -^ 



«'.»•', 



folglich ist 



»der 



1 .. I 



2sin ^ 



«_^ Mn .i(rt-t-i:)j^ sin (y^t»») ' ' \ 
, t ' 'sin -Jy * , ' ' ' 

Aus dem ersten dieser beiden Ausdrücke erbattenr vi^K ualdr 
der Voraussetzung,, dass n eine gerade Zabl \%X^ leicht 



sin 



(m — 'n)n 



sin 



%{m -TT «K 



n 



sin — 



n 



. V.-I l. 



l . : Hh«o 



1 — cos («1 — n )n 



2sifi 



(gt — 1) (jw — >t)n 



it 



md fölglicfa, weil 



cos («9 — »)7r==:cos f/m^ sin 



(iii-i*)rr 



n 



— sin 



;»'f 



■r: 



\ '; 



g|n'^*""'*K 






utrr 
ff 



' ; ji 



:5 



. « . 3(»> -*'*i»)7f ? ' v »> 5(1» -*- Ä)7r 
•U" -5 — -— t-.^.gin -i^ — 



sin _. 



1 — cos mn 

2sin. — 



'^''.•. - \ 



n 



tlso «» eine ungerade Zahl, so ist 



sm ^ ^ -fi. sm ^P ^ — f- sitf ^^^ — 



r. 



.i 



\ • » 



Sin 



fa — 1) (m — l)>g 



^< 
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in , — e-^sin -i 1- 



sin 



5(m — «);i 
sjn — 



^ 



.m 



n 



aiin 



. (01 — nht 



(» — 2) im — n)n 
8nr 



. ■ t' 



er, weil it eine ungerade Zahl ist, 



,in 1 — ^ "Hain . _' ■ «-l^ain ■' . 



. - (8< — 4) («1 --*0? 
am ^ — — 

fi 



1 — cos 



cos 



M79 



.♦1 



Ssin 



nun at eine gerade Zahl, so ist 



\ , 



(sa~r4i>f . Z{m — n)n' ^ 90si-^it)» 
um i £- -|--sin r^- ^ + ain ^^^^ — k— i- 

M .91 H 



• • • 



. (« — 2) («» — W>f 
gm ^ — :^ 



■ I , 



1 -^ cos { 

Sbin — '; — 



".< 



ein ungerades m ist dagegen 
ain 



'• . - ' • 



. .? ;^- 



im — n}n . 3(m — 11)71 
i«t , .1. ^ ^-8in ■ ■ 

. n . « 



ttn 






/ • • 






» . 1 ■ 1 • • 
• • • ■ 



sin . 



cos 



2sm . — 



Folglich ist nach dem Obigen fiir ein nngeradej n und ein 
ides as, wenn as^^js ist,^^ 



/M-»^r«i— lito 7f . I9I7I 



«gen ist nach,' dem Ohigen fiir din bngerAdes. m und ein unge« 
sa mj wenn sa <; jt + 1 ist, 



s?: — cot 



2n' 



ander versc|it«deDeQ,.WerlL^,.aUQ 4ie GloicliUDg 1— jr'^sO die 
felgtftifra k sämmtitcb «obr etnmi^r »nffeicteb WoiraäidliH 

+ 1, ^ 

, \. v\ 2ä ^* - . 271% y rr , , , 

C«8.---Ä:81D — K — 1, 

Ä fr . , 

ÖTf . . 67l| y r ; . ;j •..' ., ; 

COS — dbsiD — K — 1, 



^^ U. 8. WJ^v 
COS 



(ä — !);»•, . {n — l)ni\y — =- 



Dm nuD wieder den in §• ^* bewiesenen allgemeinen Satz anzu- 
wenden, müssen Wir , 

# ■ 

od folglich 

Btzen. "^ V. •. .., ,. • 

Ist nun zuerst ü eine gerade Zahl, so ist in Bezug auf $. 8. 

= cos — , a, =cos — , tfi':t=cos — ». . . «1(11-4) = cos — - — ; 

?=^sin,^^ p, msin -^/y, 5=siii -^v . * . J%«-i) i=.an^^^^-::j^ — ; 
M^olgtick 

, J 4db Ä»/:=T= -(cos ^ dz sin ^1/=!)«.-« 

I 

J^ ± i?^K— 1 = -rCcos -7 ± shi --l/^-Tii»-«. 

u. V w. • ; ' i • ■ ■ ■ 

• i. nach Theil I. XL. f . 54. c. 

M ■ «i./ — F 1 « 2(«i — n)n _. ^. 2(m — n)ng / — =-. 

^,±Ä.W^— T=-|co«3— — ^±M0 __1-V— 1|, 



* >£<• 



\ . 
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^.±Ä.V::rT«s^jciB5iS^±.i«2i=^ " 



U. 8., W. 



A im- \y — T i 1 1 («•"2) (m — «*)ff 

ö»j/rTt. 



Folglich bt 






i •„ a(« — «»)« 

* « n \ 

U. 8. W. * 

\o . 1 ; 6» — 2) («» — «)^ 



und di|her nach §. 8. für ein gerades i», weil . 

t/ — 0» 1 iC** t/ — OD ' J?" — 1 



ist, 

t/ — OD 1 — ^l?** 



= -—{810 ^^^ ^+Sin -^ ^+810 -^ ^ 

. .:„ (««-2) {m-nyt \ i 

immer unter der Voraussetzung, dass m — l^^it oder m-^ü + I 
ist. 

Wenn n ungerade ist, so ist nach dem Obigen 

7n hn 671 (it — 1)» 
a^= cos — , o, = cos — , a, = cos — , . . . aj(«-3) = cos j — ; ' 

/? = sin ~, /?, =sin — , /J,z=8in — , ... /?Kn-i) = 8in jj — , 

und durch eine ganz ähnliche Betrachtung wie vorher erliält oiftD 
also offenbar in diesem Falle 

•+opj?»i — \däc 
x^ 






In ( . 2(ifi — «)ä . . K{m — fi)n . . 6(m — if>i , . 

— {Sin ' H- sm -+" sin ^— — — • -§- ... 

n \ , -n n n 

. (« — 1) (m — «)«| 
. . . + Bin ^ ^-r 



897 

Für eio gerades n Ut naek dem verigen Paragre|ibeB ' 
j» n n ^^ ^^ n 

\ 

eo6 ^ ^ cos ^ '-^ '— 



28in ^ ^ 

ff* 

oder, weil m eine gerade Zahl isl, wie'; man leicht findet, 

iin — — H-sie +tin — — — + •..-♦- sin 

■ - , ■ ' 
=r ^(1 — cos ma) cot .— • 



kt also st eine ungerade Zahl, so ist 



•»' 



Bin -f-sin ■ ■ -t-siö rf" • • • +s«n -> "^ t 



I ' 



= cot 

n 



«od folglich nach dem Obigen 

/ 1 — :;^ = T ^®* ir > 



«^,1/ . ■• X •■ 



Wo s»<<ii ist, da n gerade, i» ungerade ist, und nach dem Vor« 
Vergehenden m -< » + 1 sein muss« 

Ans der in f. 3. hefrie^enen Hacupteigenschaft der hestimmten 
htegrale erhellet auf der Stelle, dass unter den gemachten Vor<^ 
Usaetxnngen, wenn nämlich n gerade und m ungerade, also st — 1 
gerade ist,«jederzeit 

* ■ ■ * • ■ ■ , 

•sd folglidh 

tiso nach f. .2. 2. 

tier ;■ 

1 — ar»« T^ h/ — »0» - 1 — J?" ' 
blglich nach dem Ohigen 

_- 2s — cot 

.1 — a?»« . . ■ Ji .. n . 



» 

m^en ist Dach dem Obi^n f&t ein «ngerades n und ein unge- 
des M, wenn «»«^it+l wt» ' ' . 

/••*-*21l!f^ ^ i cot—, ' ' '■ 

w/:— qp 1 — iT* « 2«* 

•f. 11. 

Setze« wir im der in f. t. für den Fell, ween ev- nagerade 
id » gerade ist, gefindeaen Fonael für m md • j*e8pecliv« 
e+1 VBd &», ao erhalten wir 



4 -f- «»?•"" -_. . 2m -Hl 



1 • , »*■ 



a» * 



ir 2«t + 1 «^ 2it oder < 



■^ 7 •■ ■ , » ■ I ■ 



uf äh'nliclie. Art ergiebt sich aas %. 1(K 

1 — ««» 



.1 



i •. ■-*-*.% 



'IM -4-1 



ir^er«4-l<tii oder 



2lf 

Hetzt amiir äfl^=ig nnd ' 



2m-|.l ; 



• '1 



• ; ■ ■• V 



. . . V • ■ ■ ■ 1 

B findet man leicht ' ->• ■ ' .» 



Hl «1 



:»% .* 



■» .: 



ad folglich, weil für 07 = und a:z;=Qo auch re8pective,« = 
ad « = 00 ist, . . . ; — ^ 

Mso ist nach dem Obigen 

i + ss sm 091 

r^ xa—idx n 

tang 

^r, wes natürlich dasselbe ist, 



-* V - ■ • A 



1-l-a? "" sin «71* 

/'od j:«— lifo ff 
1 — X tang an* 



■ \ 
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i4 folglich :, 

Weil , QiiQ für a:=:0 und 4r=l offenhar respecthre « = oo 
nd « = ist,' so ist 

olglich Mich Bseh ^ 2. 1« 

^eil naB im Vorhergehenden für y und « offenbar auch ^ schrei- 
len kann, so hat man- die folgenden Gleichungen: 

Weilrwio wir nüchher schien werden, die £tililr*Bchen Integrale 
er eraton Ait^.liuaer durch- Buler^sche Integrale der zweitieo Art 
losgedrückt werden können, so wollen wir unsere Betrachtung 
leir für jetzt äiif die letzteren eitischränken. 



• 



^ / 



M.,s ■' • • . . ■. « 



Nach dem TopgCD. Paragraphen ist 

r\\) = ne-'ikt. 
Feil nun bekanntlich 



e-*fix = — €"* -f- Const 



I •• : • 



Br'dT^O ist «~*=1, uod for ^ = 00 ist offenbar «~' = 0. 

IsO ist ' ..,- I ' • ■ . ■■.■': 



y^«-»«te = 0-i<^l)r=l, 



ilglich 



ni)=:i. 



♦. 14. 

Nach einer aus der Integralrechnuag bekannten Reductions- 
mel ist 



■. \ 
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n 



'-)' ' 



Folglich ist^ Menn auch m eine beliebige positive ganze Zahl 
zeichnet, . > 



be- 



ij 



IX-) 

H : 1»' „4. / 

u. s. w. 



Multiplicirt man nun auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen, 
erhält man 

- in-){" 

^TTn' ^TTn' hin'"' ^ Im ^— _«i\ ' 



so 






also 



'Xf)=T: 



m^)t" 



rr_L-2\ r?_lJ!\ r?_L^\ ^ »» — 1 : n^ ' 

^TT^' Tn' ^TTW ' • • ^ l:n ^ 



Für m=:n erhält man aus dieser Formel, weil bekanntlich r(\\ 



az\ 



K , /l^N /2 ; n^ r3 : 






also nach dem Vorhergehenden 



'^f) 



>^rT^) ^rn;^ ^rrii^ " • ^ i;^ >< 

V- - ) ii i u I • • • I , ' i . 
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nd es kann folglich, weil — jeder positive ratioDale Brach sein 

ann, jed^s Euler'sche Integral der zweiten Art durch lautier 
nier'sche Integrale der ersten Art ausgedrückt werden. 

Wenn n wieder eine positire iranze Zahl bezeichnet, ao ist 
»Ch §. 16. 

,n—\ 



sin 


n 
n 


• 

71 


>• • 


sin 


5! 
n 


n 





nji}n^)=r-^. 






sin — 
' u. s. w. 

^ n ' ^n' . (« — 1)7P' 

sin ^^-r ■— 

. n 

od folglich, wenn man auf heiden Seiten mttltiplicirt, 

sm — sin — sm — ... sm ' ■ " 

n fl n ^ - H 

In §. 10. haben wir gesehen, dass die Gleichung ^r" — 1=0, 
enn n eine gerade Zahl ist, die folgenden n sammtliqh. unter 
nander ungleichen Wurzeln hat: 

' ±1, ~ ■ 



cos 


n 


-^ 


sin 


n 


1. 




An 
n 


-^ 


sin 


A-vr 


- 


cos 


n 


1, 




n 


-»- 


SID 


firr 


" 


cos 




1, 






u. 


s. 


w. 


' 


(«- 


2)^ 


^ 


sio 


(«-2V 




V-1. 



» cos 

n n 

olgUch ist nach einem bekannten Satze^von den Gleichungen 
*«— l = (a? — 1) (ar H- 1) (o? — cos ^ — sin -^l/^^) 

X(^ — cos -~ + Bin --K — 1) 



aio 



\ 



X C^— cos — — «in ^V^— 1) 



X(^.— CO« •— -hsiD --K— 1) 



11 



^1 

91 



X (i» — COS — — ^ — sin 



5^v=r) 



X(^ — eos - +8'P — ;; — v^— 1)) 



also, wenn man immer je zwei eonjugirto imaginäre Factoren mit 
einander verbindet, 



2ji 



o:» — l = (ar* — 1) (^*— 2^ cos ■r' + l) 



4^ 



X(a?»— 2;^: cos -r + l) 



Cti 



X(^'— 2ar cos -^7-1-1) 



X (^* — 2Är cos 



(n — zyn 



1). 



Difidirt man nun durcli a;* — 1 ^ so erhaK man nttA einem mÜ' 
bekannten a^ithmetiscbeu Salze 

= fo?* — 2^ cos -T- -f- 1) 



X(ä? 



* — 2^ cos — 
- n 
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1) 



X (^* — 2a? cos ■-- + *) 

n« 8, ^. 
X(^»--2a;cos^2^^+l), 



also für .27=: 1 



«—2 



oder^ 



f§ 



• -s. 



iri* jetict « für die pfMit»ve gtuwA Z«U ^ aotveih 
J»-»(l-co8 i) (1 - CO«, ^ > . . (1 ^ eo» ^'^~ . *h 
a»C*^|«ii s: «n K «n = • • • «n ^--sr^l », 



29» 



2fK 



2i» 






/ V 
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I / 

iblglicb 

|/« = 2-i 8.n ^ 8.q ^ «n ^ . . . sm -^^. 
Nun ist' aber allgemeiD 

und fofg^ich 

SW. SIB MD — . . . stu ^ — 

n n n n 

= 2-1 «.» ^ s.n - 8.0 ^ . . . sin -^^ 
X Bin --^ «Q -^p- s.n 5^^^ . . . s.n 5;; 

» > 

also nacfi dem Vorhergehenden' 

sin — sin — Bin — .. . sin ^^ — =2*^i . ^r„ ,> = ^^rzT. 

Daher ist nach dem Obigen 

folglich 

Nach §. 14. ist nun 

• \- 
u. s. w. 



also 






'T^*) ^^') ^(^') • • • n^-) 



i.2.a...( «— 1) -,,1. „2, „3. r., » — I j 

= li;^ r(-) 7T(-> r(-) ... r(-;^) ; 

folglich nach dem "Vorhergehenden 

rrl±i\ n!l±i?^ rY5L±i\ ^».2»— ly _ \A..{n^\) \ (27i)^::j | 



-l)i 



^ 



^ 
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§. 19. 



Nach §. 15. ist, wenn s «ine positive Constante bezeicbnet« 



■ r. 






e^**a:**^^dx = 



*« 



Nun ist, wovon man sich leicht durch Differentiation iiberzeug( 
kann, * > 



er-»* da: = h ConsL, 

und folglich, weil die Grösse s positiv ist, 



y»» ' 1 V " 1 

^ j ' * ' 



also 



yÄ /**«--**<to =^-j = /:§ + Const., 
und folglich, wenn a und ß positive Grössen l\ezeicbn^n, 

, ,x */ « 

Nach §. 6. ist aber 

J ^ J e~'^da;:=. ß ^^ f e^^'dt^ 

und folglich auch ^ 

/da: f e-'^df z=: i ^. 
Weil ' 

ist, so ist 






er^*xd8z=. 



e — « j; — e — ßx 



a: 



also nach dem Vorhergehenden 



3. /^ 5-— da:-=z /— . 

t/ ^ « 

Setzt man a = l und /9 = #, so erhält man 

Weil nun nach §, 12. 
ist, so ist, wenn der Kürze wegen 
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zt wird, 

nach §.5. . < 

wie man nacli bekannten Regeln der Differcutialrccbniing' so- 
b findet, 

folglich, wenn man für /« den Ausdruck 4. ^etzt, 

^ e-'t»-td, J ^ (^* — er") — = r'(«), 
nach §. 2. 3. ' . '■ . . . 

Polglich nach §. 6. ^ 

nach §. 2. 3. und §. 2. 4. 

I , ... 

nun nach §. 12. und §. 15. ^ 

y'*^(l-»-ar)*,a-l^, = 77^^ - 
; (1 -*-if>» 

10 wird die vorhergehende Gleichung offenbar 

«/o 0? 1 (i-f-a:)«) r(a) rf« ' 

lie Integrale in Bezug auf a: zwischen den Gränzen und oa 
immen werden, so kann man ^, und folglich' auch l + o;, wie 
lie vorher in Anspruch genommene Anwendung von f. 15. er- 
ert, immer als positiv betrachten. 
Setzt man nun 

-; =±: V, also of s=: ss? — — i . 
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\ 

SO ist 

•^ ^ äx Oft 

"^-"-sf** X — w=^y 

und für x = Q und vr = ao ist respective y=^l und jr.=l^. tii» 
ist nach 7. - . 

oder Dach §. 2. 1. 

Setzt man jetzt, iDdem n eine von a unabbäogige positive 
ganze Zahl bezeichnet, für a nach und nach 

und addirt alte dadurch aus 8. sich ergebenden GleichuDg:en zn 
einander, so erhält man, wenn der Kürze wegen 

■\__dlria) . -«^(^+^) . ■ >«r(a+^) 

( 

i ^ 

gesetzt wird, nach §. 2. 4. die Gleichung 
oder, -weil 

"'' ' : ._i ' ■ 

Setzt man y" für y, so wird diese Gleichung^ wie man leicbt 
findet, 



.i-i 



Wird in der Gleichung 8. für m die Grösse um? gesetzt, so wird 
diese Gleichung 

Nach einem bekannten Satze der DifTerentialrechuing ist aber 

dlpjfM) dU%na) d .na dtrj ßd) 

da d.na ' da '^ d.na' 



i 
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folglicb 

d . nm ' n' da ^ 
nach dem Obigen 



t • 



11. ^/-(fj:_.j^jfe=^!^). 

t/o^l— y \—y^y da 

bkt mAn diese Gleichung yoii der Gleichung 10. ab , iso erhalt 



i-i 1- * 






U 4iuft ottch dem Obigen ofienbar 

c« ^ ^ 

dm 

SO ist 

<jte da ( iX^stf) « 



folglich nach dem Obigen 



o4— y« l--y^~rf«^f r(j|ia) r 



Ben wir 



1-4 1- * 



«/oH— y» i—y^y ' ' 



, was man wohl zu beachten hat, die Grösse p von a ganz un- 
ängig ist^ so wird die vorhergehende Gkeickung 






\ folglich, wehn man integrirt^ und die willkührliche Constante 
ch Iq bezeichnet, 



«^ + /jr = /| ,ZXM 



er 



.^•. 



also 



oder 
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. «I - ff . n 

i.gf=i\ 7^^ 



iX«)ittf+-^)..iX»-H^) , 



12. T\a) na + ^) . .r(a^-^)=g^nna). 



Um die vod a unabhängigen Grössen p und ^ zä bestim^ieii,' 
setze man, um zunächkt den Wertb Von p zu finden in dieser Glei- 
chung »H für «, so wird dieselbe 



« » 



Dividirt man nun diese Gleichung äprch die vorhergehende, so er- ^ 
hält man 

also, weil nach §. 14. ^ ' v 

JK« H- 1)== ar(«), T\na + 1) = naTima) 

ist, 

1 J^ 



J 



Um ^ zu bestimmen, setze man in. der Gleichung 12. die Grösse ^ 
» = — , so erhält man , weil r(nä) = T(\) = 1 und- p^=tr-^:=:-^ ^ 
ist. 



r(i) r(~) r(-) . . . r(?!^^) = -i. ^, 



- ■« 



und folglich 



1 



y=«ZKl)/T|)r(l)...n[^). ,j 



Nach §. 18. ist aber i^ 

• 'Ti)n|)/K|)...n^)=ie2;-T, 

und folglich 

■ # 

Führt man nun die gefundenen Werthe von p und q in die 
Gleichung 12. ein, so erhält man 



N , 



317 



»-1 



Mit dem Beweise dieser höchst 'merkwürdigen Gleichimg haheo 
ich- verschiedene berühmte Siathematiker, namentlich Gauss (Com- 
Bent. Gotting. rec. Vol. II»), LegendreCfixercices de calcnl int^- 
rrah T. II. p. 23. Trait^ des foncfions elliptiques. T. Ii: p. 444.\ 
^auchy (Exercices de Math^matiques. 15^^ Livraison. p. ' 91); 
]!relle (Jönrna) für die reine und angewandte Mathematik. B. Vil.) 
leschäftigt. Der obige äusserst schöne und sinnrei/^he Beweis, der 
ms Tor allen übrigen sehr wesentlic(ie Vorzüge zu haben scheint,^ 
Bt von Lejeune Dirichlet in Crelle's Journal. B. XV. S. 258/ 
^geben worden. , , 

; ♦•20. . , 

Unter der Voraussetzung, tiass a, ß^y^S,.., und p, ^^r, s,,, ,\ 
)oiitive Grössen sind, wollen wir im Folgenden der Kürze wegeii 

^(a;) = /?{l-'(f)^j^ , . 

ictzen. u. 8. w. 

Dies vorausgesetzt, kommt man nun bei ^.n Wendungen der fn- 
egralrechnung auf Geometrie und Mechanik häufig auf Integrare 
ron der Form 

,u. s. yi. 

?o die Grössen 0, b^ r, «/, .... auch sämmtlich positiv sein sollen. 
^ür diese Integrale, die man, wie sogleich' erb elfet, auch unter der 



, > 



^orm 



/■»er y'9^(*) 



-^ " t/^ 

u. s. w. 



• - ^ 
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U. 8. W«' 



Das erste dieser integrale lasst sich leicht finden. Es ist näm- 
Kch nach einer sehr bekannten Hauptformel der Integralrechnung 



/a^^ da: = ^a^P -|-J Gonst, 



Wobei man nicht unheachtet zu las^n hat, dass nach der Voraus* 
Setzung — positiv ist, und folglich 

0) 



Nun ist aber nach^. 15. 



und folglich 



ni + J) = f nf), 



iXi-f-—) 
p 



also nach dem Vorhergehenden 



ra:P ^ite = 










-iti+-) 



*-i 



ferner ist 

, Jy~^dy = -|irV + Const., 
«nd folglich, weil y , = 1 — a: "ist, ^ 



«Iso 



y;»^^ v^y^v' '^=|-/>^'(i-^)5/te. 



oder,^ in der aus §. 12. bekannten Bezeichnung der Euler'schen 
Integrale der ersten Art, 
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•^ itH--+-) 

g r 



J^vr W= 



ti + 7-) 



aus sieb , wenn maif auf beiden Seifen der Gleicbbeitsieicbeii 
tiplicirt, und belebtet, dass Zifl) = 1 ist, für den Wertb Hnserg 
jcl|ten Integrals* ~di^ Grösse 

iebt. •> , ^ 

(Jm^ zu zeigen,^ dass dad so eben angewandte Verfabren eine 
[emeine 'Anwendung gestattet, 'Rollen wir nocb li&s Integral ^ 

timmen. Zu dem Ende sdtzen wir 

äyzzuy^duy d»z=z»idvy dfzrst^dw, 
. demoacb für die Gränz^n 

und y,, und «^^ und ^j 
snbar respective die Gräozen ; 

und 1, und 1, und 1. 

Dies vorausgesetzt, kann unser* obiges Integral unter der Form 

/^^^ ^j^vx^^^ ^^^yo*»'*''^ fVo'^»'*^ -^^ 

r, weil ^ . ' 

», = 1 — ^ — y = (1 — ;r) (1 -^ «), ' 

jp, = l--;r — y— Ä = (l — ^.) (1 — ») (1 — r) 

. wenn man sieb die beiden folgenden Reiben obne Unterbrecbang 
eine Zieile gescbrieben denkt, unter der Form 

v^ (1( — vYdv I w* dwy 

•:.A.. ^ . . / «^^0 . 

der aucb, wie sogleicb erbellen, wirdj tiiiter der F<Jrm 
ThrtlU. 21 
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folglich 

I,» j. ^» — ij» — d*i=:2aö cos B — ieä cos />. 

Addirt man auf beiden Seiten dieser Gleichung 2ad und 2eä^ so 
erhält man 

(« -I- ^y ^ (c — «?)»= 4a& cos 1 Ä* + 4ri/ sin |/l» .... (1) 

nnd eben so ' 

(c + 1/)» — (« — ^)* = 4äÄ sin iE* -h 4i?i/ cos ^Zl» (2) 

Durch Mnltipltkajtibn von (1) nnd (2), Zerlegnng der Qaadrateio 
Faktoren und Einffthruog der Bezeichnung a-^d-^^c^disi 
wird erhalten 

(t-«) (t.-^) (t-^) (t-^) : 

=a*^' cos^^>.8in^/r> +€^^cii(8iD/J9>. sini/?'+cos^i7' .cosi/^') 

-|-c»rf» sin4Z>« cos4Z>». 

Wenn man auf der rechten Seite des Gleichbeitsxeiehens 
^gfhd sin jff .sin JD hinan addirt und snhtrahirt, sa erhält maa ' 

(y-«)(f-*)(y-«')(T-'/) ; ' 

= (^ . sin B+ ^ :ainDy+a6cd(eoB^B cosi/»— sio^/T. sin iD)' 
r=(f , .i. /?+ J Sin />)«+«Ä«rf.xo8 (^) . c. (^±^). - 

Da nun -^ . sin jff-f--^- sin jD= der Flächensurame der beiden 

Dreiecke ABC und ACD ist oder die Fläche des Viereciu 
AB CD ausdrückt, die mit P bezeichnet werden mag, so ist 

F-—(\^ä) (1— Ä) (4— r) (-|-w/K«^^rf.cos(^-) cos(^).. 



:-:■■ • ■*• ....... 

' Verfolgt man denselben Gang bei dem sphärischen Vierecke, 
so ist 

€0$ ^=,cos a . cos b + sin a • sin b . cos B 

= cos c . cos </+ sin <; . sin d . cos Z', 

folglich . ^ 

cos a . cos b — cos c . cos i/= sin r . sin^cos Z^-^ sin a . sin ^ . cos A 

Wird auf beiden Seiten der Gleichheitszeichen sin a sin b nod 
sin c . sin ^ addirt, so erhält man 

cos («— ^)— cos {i>\'d)t=ä&\n c, sin d, cos ^Z^'+28in «f «sin ^. sin \B^ 

und durch Zerfällung der Differenz der beiden CosifiHs ih Flikto* 
ren nnd Einführung von a*f-^ -4- c»f-^=' 



K 



GOS- 

n 



wo a den Bogen bezeichnet, welcher von der Geraden d und dem 
Strahle at, auf der Peripherie abgeschnitten wird. Aus beiden 
Sätzen folgt unmittelbar: 
3) dass für jeden beliebigen Werth von /* 

sein niuss. Zieht man daher einen Halbmesser, welcher auf der 
Geraden ä senkrecht steht, und verbindet dessen Bndpunkt mit dem 
willkührlichen Mittelpunkte der Strahlen aTi^, u. s. w. durch eine 
Gerade ^o) so ist das Quadrat von /Iq das arithmetische 
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II. Uebungsaufgaben fiir Schöler. Von dem Herro Pr»- . 
fesBor C. Ai Bretschneider zu Gotha. 

Es ist sattsam bekannt , auf welche Weise man aus den eia^ 
fachen goniometrischen Formeln: 

si« {a + d) = 28in i. cos a + sin (a — r 6) 

cos (a + 6)z=z 2cos & cos a — cos (a -r- ä) . 

die Summen der nachfolgenden Reihen 

sin iTz+sin (a-t«^) + sin (« -4- 2^) -f- . . + sin (a + m6) 

sin ^ii + 1)^. sin (anhing 

sin ^ 

cos a -4- cos (« -4- ^) + cos {a + 2tf) + . . -f- cos (a -+7 üä) 

sin j(»-i- \)A . cos (<i>f-jnt) 
sin 4^. 

erhalten kann. Sind diese Snmmem bekannt, so giebt die Anwen* 
düng der ersten trigonometrischen Sätze folgende Theoreme: 

,, Beschreibt man in einen Kreis ein reguläres Vieleck von n 
,, Seiten, und zieht von einem beliebigen Funkte innerhalb oder 
,, ausserhalb des Kreises Strahlen nach den Fckpunkten- des Viel- 
3,eckes, nennt einen der beiden kleinsten dieser Strahlen a,, des 
„nächstfolgenden a^ und so fort bis zu ir^ so ist, wenn r den 
„Halbmesser des Kreises, fl die Entfernung des willkübrlicheD 
„Punktes vom Mittelpunkte bezeichnet, 

1) für ein gerades //: 

d. h. die Summe der Quadrate der Strahlen von ungeradem Zeiger 
ist gleich der Summe der Quadrate der Strahlen von geradem Zeiger. 

2) für ein ungerades /^: 

cos ( — ^71—«) 

cos — n 
n 

V ^ cos (■^— «). 
fl^»^ + «4' + . . + ««-1' = ^-ö- (^* + fl^) -f- rU —^ , 
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I 

e=i& cos -^dbl/«* — 6* sin -4", 

■ nd die Attfysbe l ässt zwei Auflösungen zu. Dass in diesem Falle 

V^Ä* — 6^ sin ji* immer reell ist, erhellet leicht, weil bekannt<i> 
lieh immer . ^ 

a : 6=:8in ji : sin ß 

oder a sin ^ = ^ sin ^, also b %\n A nie grösser als a ist. 
SSr »CS 6 ist offenbar 

e:=pd cos Ad^b cos ^, 

Bad daher entweder r=x:2d cos .^ oder c=0. Da aber, wenn von 
«Mm wirklichen Dreiecke die Rede ist, die Auflösung cz=z^ aus- 
mBiehlossen werden muss> so bleibt in diesem Falle bloW die ein^ 
AnfickinDg «=r23 cos A, 

' Hat man c^ so kennt man alle drei Seiten des Dreiecks, und 
kann dann die Winkel B und C nach bekannten Formeln ohne 
alle Zweideutigkeit berechnen. 

Man könnte bei der Behandlung des unbestimmten Falls der 

ebenen Trigonometrie auch von deir unmittelbaren Berechnung des 

.Winkels €/ aus den gegebenen Stücken a, hy A ausgehen, und 

wirde auch auf diesem Wege ganz zu densfilben Resultaten wie 

fsrher gelangen. Es ist nämlich bekanittlich 

bz=za cos C+c cos A, 
Nnn ist aber auch 

; a sin C 

sin ^ V 
-nd folglich 

b:=zm cos C-^ a cot A sin C, 

Velche Gleichung bloss noch den unbekannten Winkel C enthält. 
Nach bekannten goniometriscben Formeln ist 

sin €'=, 



— iH-tang iC*' ^®® ^ — l-Htang iC»' 



Pibrt man dies in die vorhergehende Gleichung ein, so ergiebt 
dch nach gehöriger Reduction 

^(14- topg ^C?) = «(1 — taug \C*) + 1a cot A taug ^C, 

Ahr. ' " ' 

•* (0 + ^) tang I^C* — 2a cot -^ tang ^C=a — ä, 

•der 

X 1 ^11. 2« cot -4 ^ , ^ « — Ä 
, taugte* _^ tang ir= — :7^. 



P^itst m^B diese quadratische Gleichung in Beziehung auf tang \€> 
ab unbekannte Grösse auf, so erhält man 

l /♦.»- 1/» £L£2L:i\» g» — ^' ■»• g« cot ^' 

■ ^ • X • ^ 

i#«««i/t g cos >jf ^ » g» ■- i&» am A^ 

'[ . {'*"fl^*^'^(a4-^riir2| ~ (»H-^ß)» sin .4»' 

wi4 folglich 

, ^ a cos JdbV/«»— A» sin A^ 
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Ist nun a'^b^ so ist offenbar 

V m^ cos ^» -f- («* — ^*) «« ^* > Ä cos ^, 

d. i. ■ ^^ - ; 

\/a* — ^* sin A^ > a cos -^, 
und folglich ^_ ■ 

a cos A — l/«» — b^ sin -/4* 

dne negative Grösse, Daher kann mair, weil taug lO'jederseiffoL 
sitiv ist, da ^C nie grösser als ^^ ist^ bloss 

, ^ o^ COS ^-**K a» — ^* sin ^* 
*"fi^ i^=- (a+A) «ia ^ 

setzen, und es giebt in diesem Falle nQr eine Auflösung. Weni 
aber a<,b ist, wo a cos A immer positiv ist, so ist offenbar 

Va^ cos -^^»4-(a» — ^») sin A* < a cos A, 

d. i. '" ^ ' • 

Va^ — b^ sin -i* < a cos A^ . . 

und die Grösse - 

a cos ^ ± l/a* — b* sin -ril* , i 

is^ daher, man mag das obere oder das untere Zeicben jnebmeir, 
stets positiv. Also, kann man 

, ^ ,^ a cos ^ =fc W^«» — ^» sin A^ 

setzen , und es giiebt in diesem F^lle jederzeit zwei Aoflöaungfea; J 
die auch beide reell sind, weil bekanntlich b sin A=^a sin ßf\ 
folglich b sin ji nie grösser als a ist. Für a'=.b ist nach dem 
Obigen 

, ^ a cos Az*za cos A 
tang ig= ^^_^^^ ^;„ ^ . 

und also entweder 

, ^ 2« cos A 2a cot ^ 

^^''S^^ — (a^b)smA— a^b 

oder tang ^6^=0. Im zweiten Falle wäre ^6^=0, also ancky 
C=0, welches, so lange von einem wirklichen Dreiecke die Re^ ' 
ist, nicht Statt finden kann. Daher hat man für <» = ^ bloss die 
eine Auflösung 

^^ 2a cot A 

Alle diese Resultate stimmen mit den schon oben gefundenen voll* 
kommen überein. 

Wenn allerdings auch der erste und gewöhnliche Vortrag des : 
unbestimmten Falls der ebenen Trigonometrie bei Weitem der ein-^^ 
fachste ist, so halten wir doch bei'm Unterrichte Betrachtungen wie 
die obigen für sehr instructiv für die Schüler, und glauben, dasnf 
dieselben dem Gedeihen des mathematischen Unterrichts überhaupt , 
förderlich sind, welches der einzige Grund ist, der uns zu der Mit- 
theilung derselben an diesem Orte bewogen hat. G. 




lieber die Theorie der Elimuiatioii. 

VOD 

dem Heraasgeber. 



Zweite AbfaandluDg*). 

In den Memoiren der Berliner Akademie der Wissenschaften ' 
I« Jahre 1748 hat Euler eine Eliminationsmetbode gelehrt, wel- 
ke sich vor allen übrigen bekannten Eliminationsmetnoden durch 
\%rwt und Binfacl^heit ganz besonders ansgezeichnetr Diese Eli- . 
inationsmethode » bei welcher von der Theorie der symmetrischen 
BBctionen ein sehr wichtiger und fruchtbarer Gebrauch gemacht 
ird; wollen wir vorzüglich nach der schonen uud^ gründlichen 
aratellnng^ welche neuerlichst Cau^hj in seinen Exercices 
'Analyse et de Ph^sique math^matique. T. I. p. 397 von ^ 
Braelben ^geben hat, in der vorliegenden Abhandlung entwickeln. 

$.2. 
Die beiden, gegebenen Gleichungen seien 

ler/ wenn wir djer Kürze wegen 

f{a:) = Ä?*» H- »oci^~^ + ^.r«»— 2 -|- . . . -|- px + g 

tsen, \ 

BB daas auf diese Form, wo nämlich die Coefficienten der höch- 
»n Glieder die Einheit sind, die beiden gegebenen Gleichungen 
ieneit gebracht werden können, fällt auf der Stelle in die 
igeo. 

Die m Wurzeln der ersten Gleichung /"(^jsO seien, 

mA eben so seien die n Wurzeln der zweiten Gleichung /X^)=0 



*) Die ertte Abhändlang s. m. Theii II. Heft 1. S. 7(i. 
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3t, A, f^j Vf , , , .y 

»0 dass Dämlich 

/(a) :=: (^ — a) {a:-rß) (o? — y) {a? — i) . . . ., 
F(^) = (^ — x) (^*^\)(jf — /i*) (^ — >') 

ist . > 

Sollm im« 4m beulen ffegelpf Pf n Ql^chingfn 

/(^)=iO, F(^) = 

cnsammen existiren können, d. h. sollen sich diesdben durcb 
und denselben Wertb vob a; erfiMleii lassfn; so muss nothwei 
wenigstens eine der Gleicbungen 

/J = x, ß = X,ß = (j^, ß = v,...., 

^=x, J=X, ^=^fiy J=r, . . . ., 

u. ». w. 
oder, was dasselbe ist,, weni^tens eine der GletchmigeD 

«i^a(a»0» a-^i7=;Q, «t«/*=;=:Oj a — irÄ;(^,.. . . .; 

u. s, w, ' 

erfüllt seio, upd die^ Bedingungsgleichnog, dass die beiden ( 
chuDgen 

zusammen extstiren ktfnneD, ist daher, wenn irir der Kfirze w< 

-= (a-^*){a — X) («'— jit) (« — r) . . . . 
X(ß-x) (ß-X) .(/?-/») (ß-v).... 

x(r-*)(y-Ä) (r-f») (r -»•).... 

X(«J — *) (^—31) (ö - fi) (d—r) 

X 

setzen, offenbar die Gteicbnag 

Die GJ^ichvitg, welc)ie man durch Eluaioation vou a: aus 
beiden gegebenen Gleichungen 

/(^)=rO, /T^)äO 

erhält, ist aber augenscheinlicfa weiter nichts als die Bedingi 
gteiehuag,. dass 4i«^ beM«n vocstebQnieQ Gleichnagea %usqj 
. existiren oder durch denselben Werth von a: erfdllt werden 
neu, woraus sich also unmittelbar ergiebt, dass die Gleichung 



3^ 

■ • 

#XÄ?) = Är* -t-Äör* + ßr + A 
und« folglich 

IXa) — FXm} = AT* r- «• ■+• Ä(ar» — «») + ^^ — a), 

abo ■ . •• ■ - . 

Datier ist . 

F^(a:) — I'^id) = or« — Ä» + «(or« — d^) + («» -|^ i?) (^^ — Ä), 
folglich 

dso 

JP,(^) — iPJc) =: AT* — c» -1- (Ä ■+. «) (^ — c), 
and daher • 



x-c . - a. 



Die fernere Rechnung kann maA sich aber in diesem Fälle auf fol- 
gende Art ftehr erleichtern. Nach einem bekannteu Satze ist nämlich 



?oder 



'Also ist 



a -I- ^ + r + </= 0^ 

i/= — ^a — ^ — c, 

Ä -+•«?= — (a + c), 
c-^d== — ia + 6), 
ui folglich 

IF=— j(«-f-^) («-+-C) (^ + c)|», 
'"* wo man nun statt W die einfachere symmetrische Function 



^- Mtwiekeln' kann , aus der sich dann, nach dem Vorhergehenden W 
[ gleicht ergieht. Entwickelt man Wi nach den Potenzen von er; so 
eriialt man . . 

; Oiridirt man mit 

FJä)z=::d-hc + d + a 

L ^ ^t9 <^(b Function von d betrachtet, hinein, so ist der Rest 
^ «iuibar 

Dirifirt man in diese Grösse, als Function von c betrachtet, mit 



t j 
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Also ist * 

W= {6 — c)« (3a' -f. 2Aa + B), 
Da nun ferner ^, c die Wurzeln der qaadratisclieii Glekhong 

a;* + (a + J)a:+a^-\-j4a + B=:0 

• ' - . f 

sipd, so ist pach dem yorigen Paragjraphen 

Eoti^ickelt man fFnach Potenzen von a und dividirt .dann mit 

hinein, so ist der bei dieser Division übrig lileibende Rest der i 
sncbte ^i^erth von^. Nach gehöriger Rechnung ergiebt sich 

(a'-dy («—€?)» (Ä— r)»=^»Zf»— 4^»C^-4i?»— 270+18^ 

rvLT*J = ist 

welcher Werth unserer symmetrischen Function einer cubiscl 
.Gleichung entspricht, in welcher das zweite Glied fehlt. 

1 • • ■ . 

§. 16. 

Das Product der Quadrate aller Differenzen je zweier Wun 
einer gegebenen Gleichung ist,' wie leitht erhellet, immer ( 
ganze rationale symmetrische FQuctioa «d^ Wurzeln der gege 
neu Gleichung und ^ kann daher nach den obigen Regeln imi 
durch dfe CoißfBcienten der gegebenen Gleichung ausgedrückt ^ 
den, ohne die Wurzeln selbst zu kennen. Weil aber dieses ¥ 
duct in mehreren Beziehungen von besonderer Wichtigkeit ist, 
wollen wir jetzt noch zeigen, wie dasselbe immer ohne gra 
Schwierigkeit für eine beliebige Gleichung des Jtten Grades gef 
den werd€;u kano^ wenn. man. dasselbe, für jede Gleichung 
(n — l)sten Grades finden, d.h. durch die Coefficienten die 
Gleichung ausdrücken kann, ohne deren Wurzeln selbst zu kenn 
wodurch die KntwicLelung dieser Producte sehr erleichtert wird 

Die gegebene Gleichung des #»ten Grades sei 

und #7, ^, c, #/,...«, k seien die Wurzeln derselben. F 
ncr sei 

IF= (« — ^)» (« — c)» (« — ^ V . . (a— f)» {a — ky 

X(c — </)»... (c—f)* {c-^ky 

u. s. w. 

x(<— Ä)'. 

Weil a eine Wurzel der gegebenen Gleichung ist, so ist 



376 



f 



M ist der eine der beiden Factoren S^ S* nach dem Vorhergehet* 
den immer eine constante, d. h. von den Coefificienten 

a, Ify Cy dy , » .; jiy By Cy Dy • • , • 

der beiden gegebenen Gleichungen ganz unabhängige GrÖMMy we* 
durch nnser Satz nnn offenbar vollständig bewiesen ist. 

- Dieser Satz ist für die Theorie' der Elimination jedenfiill«, od 
insbesondere dt^shalb sehr wichtig, weil^ dnrch denaelben dentlid 
nachgewiesen wird, dass man durch die im Obigen gelehrte sehöne^ 
die Theorie der symmetrischen Functionen vielfach in Anapradi 
nehmende Eliminationsmethode die gesuchte Eodgleichung in ihrei 
einfachsten Gestalt, d. h. im Allgemeinen wenigstens, wenn näm« 
lieh zwischen den Coefficienten der beiden gegebenen GleichungiBi 
gar keine besonderen Relationen Statj: finden, frei von allen in ihi 
enthaltenen fremdartigen Factoren erhält. 

Dass dies sich aber' nicht mehr behaupten lässt, wenn zwiscbea 
den Coefficienten der beiden gegebenen Gleichungen « besondere 
Relationen Statt finden, zeigt Cauchy an dem Falle, wenn die 
beiden Gleichungen des zweiten Grades 

gegeben sind, auf folgende Art. 

Nach §. 4. ist in diesem Falle | 

Weil nun aber a und ß die Wurzeln der Gleichung 

AT* -fr «.r -+- Ä = 



sind, so hat man die beiden Gleichungen 

aus denen sich 

a» = — «a — Ä, /?» = — ä/S — ^, 
folglich nach dem Obigen 

oder nach gehöriger Entwickelung 

2={J^a) [{A - a)aß + (B -^ d) {a + ß)\ + [B ^ 6)* 
ergiebt. Weil aber nach der Theorie der Gleichungen 

aßr=d, a-f-/9 = — a 
ist, so ist, wie man nach leichter Entwickelung findet, 

und dus Resultat der Elimination von a: aus den beiden gegebenei' 
Gleichungen ist folglich die Gleichung 

(^ — «) (M — Ba) + {B-^dy = 0. 

So lange nun zwischen den Coefficienten der beiden gegebeiici 
Gleichungen keine besonderen Relationen Statt finden, lässt sich der 
erste Theil dieser Gleichung nicht in zwei Factoren zerlegeB» 
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»Iche ffaoze rationale algebraische Fanctioven der Coefficienten 
r beioeo gegebeneo GleichuDgen sind. Setzt man aber nur 
B. 0==:^-=O, so dass also 

B beiden^ gegebenen Gleicbungen sind , so gebt die obige End- 
eielMing in die Gleicbung 

• ^ 

er> statt weleber man also einfacher 

^eo kanii. 

Um diesen Aufsatz über die Elimination nicht zu sehr auazu- 
boen, müssen wir hierbei stehen bleiben, verweisen aber weiterer 
laführung weffen auf die Abhandlung Cauchy's, auf welche 
koo oben in f, 20. Bezug genommen worden ist. 



XXXI. 

Jeber Jacob BeroouUrs Methode, die Höhe 
der Wolken zu bestimmen. 

Von 

dem Herausgeber. 



§.1. 

Jacob Bernoulli^s Methode, die Höhe der Wolken zu he- 
mmen (Jacohi BernouUi, Basileensis, Opera. Genevae. 
44. T. 1« p. 336. — Leiirbuch der Meteorologie von L. 
Kämtz. Erster Band. Halle. 1831. S. 383), welche unter 
eo zu diesem Zweck in Vorschlag gebrachten, nur einen Be- 
achter cirfordei'nden Verfahrungsarten wohl noch zu den gienaue- 
{D Resultaten führen dürfte^ besteht, wie hier wohl als bekannt 
rausgesetzt werden kann, darin, dass man des Ahends nach dem 
itergange der Sonne in dem Moment, wo ein Punkt einer Wolke 
n den Strahlen der Sonne erleuchtet zu werden aufhört» das 
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>i = =!= i& sin ^ • 

sich .nno nocb fragt, welches Zeichen man zu nehmen hat, 
orfibep leicht auf folgende Art eine bestimmte Entscheidung ge- 
ehen werden kann. 

Bezeichnen wir die dritte Coordinafe der Sonne zur Zeit der 
eobachtung durch Z, so ist nach dem Obigen 

id folglich 

i^eil nun aber, wie sogleich in die Augen fallen wird, A und Z 

{derzeit entgegengesetzte Vorzeichen haben, und — stets positiv 
it^ so kann bloss 

A— E. 

ein, d« b. man muss in der Gleichung 

las untere Vorzeichen nehmen, oder. 

Ä = — -ß sin S 

etzen. 

^ Verbindet man diese Gleichung mit den oben gefundenen 
»leichungen 

fz=z.h cos a cot <f, ^=A sin a cot S} 

»erhält man: 

1/= — E cos a cos <J, ^ 

^= — E sin a cos <J, 
Ä== — ^ sin <f ; 

ittelst welcher Formeln die Coordinaten f^ g^ h der Spitze der 
■hüllenden Kegelfläche im Systeme der a:y% sehr leicht berechnet 
c^den' könnep. 

Hiemach kann nun die Gleichung der einhüllenden Kegelfläche 

1 Systeme der ocyx leicht auf folgende Art gefunden werden. 
^eil jede JSeite der Kegelfläche durch ibre Spitze geht, so sind 
leh. dem Vorhergehenden und den Principien der analytischen 
eometrie die allgemeinen Gleichungen einer jeden Seite 

ler ^ 

Die Gleichungen der Axe der Kegelfläche sind nach 5) 
a:ss% cos a cot 6^ y=:x sin a cot <f, 
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«,^=-7r G'os 9> cos 0) cos 157^-f-ar coa (o cos 15T 

^ — r cos 9 cos ct> sin 152^ -|-y cos w sin 15 T 

— r sin 9> sin cii +« sin cü; 

also» frie man mittelst einig^er bekannten goniometrischen Formeln 
leicht findet: 

I^,= rsin(9> — cü)+^sin€ucosl5T+ysinci> sinl5T-— xcosai, 
y,=— o? sin 15r+j^ cos IST, 
' X ,= — r cos (9-- ct>)-f-^ cos ci> cos 15 T+^cos Ol sin 15 T+x sin Cd ; 
oder änck, etwas grösserer Symmetrie wegen: 

|a:,= — r sin (co — 9)+;r sin cu cos 15 T+y sin oi sin 15 Tt-x cosoi, 
y,==— o; sin 157M-y cos 157; 
»ji=— ^r cos(w — 9))-f-^cosaicosl5T+ycoscüsinl57M-xsinco. 

Das Azimuth und die Höhe der Wolke seien l, und ft, so sind, wie 
leicht erhellen wird, die Gleichungen der von dem Beobacbtungs- 
orte nach der Wolke gezogenen geraden Linie im Systeme der 

13) ^, =x, cos X cot /ti^ yl':=i%^ sin X cot /i»; 

isd die Gleichuniren dieser Linie im Systeme der a:y% sind folir- 
lieh nach 12) 

— r sin (w — 9)+^ sin cu cos 15 T+y sin w sin 15 T — % cos w 

= |— r co8(a> — 9))-|-a?coscü cos 157^+^ cos cü'sin 15T 

Hh* sin Cü} cos ^ cot /», 

— o; sin 15T+y'cös 15T' 

5=1 — r co8(ai — 9)-f.^ cos cu cos 15T-+-y cos cu sin 15T 

+ x sin Cd} sin A cot /u; 

oder, wie man leicht findet, 

cos 157|[sin cu — cos cu cos X cot f»)a? 

* +8in 15jn[sin. ia — cos cu cos X cot /it)y j' 

— (cos cu + sin cu cos X cot ^)x ' 

= r{sin (cu — 5p) — cos [ta — 9p) cos X cot ft}, 

V ... 

— (sin 15T-f-cos 15 T cos cu sin X cot /a)^ 
-f-(cos 157* — sin 15 T cos ia sin X cot /u)y 

— % sin cu sin X cot /it 
=c— f' cos {iü — 5p) sin A cot jt*. 

Berechnet' man zwei Hülfswinkel .^ und G mittelst der Formeln 

|tang i^=cos X cot /tt, 
(tang €r = cos cu sin' A cot /it; 

10 erhalten die vorhergehenden Gleichungen der von dem' Beohach- 
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tangsorte nach der Wolke fcezogenen geraden Linien im Systeme 
^tfapyx die folgende Gestak: 

cos 15rsin joi — F) sin 157" sin (m-^F) cos {ia-^F) 

eoB F ^ "*■ cos #* ^ cos /• * 

_ s^n (ft> — y — F) 

sin (MJT^ G) co8(\hT^G) . ^ ' \ ^ • 

cos G ^ rosJ^ y-«-^ ***"» '^ *?"«f ^ 

cos (ai — er) tanff G 

:=r — • ; 

cos Ol ' 

oder 

a: cos 15 T sin (a>— /'j+y sin 15 7 sin (w— F)— * cos (w-f) 

= r sin j[w — y — Z'), 
lor cos cü sin (157'+6r)~^co8co cos (15T+fi^)+» sincu sioG 

= r cos (ä> — y) 810 C^. 

Unter dieser Form kann man die beiden Gleichuogeo der von des 
Beobacbtungsorte nach der Wolke gezogeneil geraden Linie sehr 
leicht numerisch entwickeln. 

f 5. 

Der Ort deV Wolke im Räume wird offenbar durch die Pnnkir 
bestimmt, in denen die einhüllende Kegelfläche von der von den 
Beobachtungsorte nach der Wolke gezogenen geraden Lioie ge- 
schnitten wird, und wir haben also, wenn durch a:, y^ % die Coor- 
dinaten der Wolke in dem Systeme der xy% bezeichnet werden,- 
nach 7} und 15) die. drei folgenden Gleichungen zur Bestimmung 
der in Rede stehenden Coordinaten: 

^{(^—/J' + Cy-Ä-)' + («-/')'! cos c* 

AT cos ISTsin (w — F)+ysiD ISTsin (w— F)— a cos (w— J) 

= r sin (w — jp — F), 
a: cos w sin (15 T+ G) — y cos w cos (15T+6r)-f-Ä sino) sinC 

= r cos (öi — 5p) sin G, ' 

Setzt man 

//=— /cos 15rsin {iO'^F)'-g sin 157^ sin {(4 — F) 
. +h cos (w — F), 

Mür=— /cos 0) sin (15T+C?) + ^ cos w cos (15r+(7) 

— h sin w sin G\ 

so können die vorhergehenden Gleichungen auch unter der fol 
genden Form geschrieben werden: 
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•38) 0=<«|)» ' 

H^ I »'S* — 0^ — ^8)» I CO« 17» 

+2{<»8® — (/©-Ag) (g^ — A®)l >in ^cos U,. 
o4«ry w6nD der Kürze wegen 

HpesetzC wird, auf die Form 

40) ft + 8 cos l7» + aJl sin f7*H-23l sin 17 cos U=z^. 
Bekanntlich' ist aber 

cos 17» = —=--^ — T- 
sin ^=r g , 

I 

2sin £^G0B ^s=: sin 217; 

tad die obigfe GleichuBg kann daher auf die Form 

41) 2ft+« + 3JH-(? — 3») cos Sf7+^9ff sin 2f7==iO 

^bracht werden. Um aus dieser Gleichung IJ zu bestimmen, be< 
aedine man den mUfswinkel W mittelst der Formel 



42) taug »F=^, 



m i«t nach 41) 



^''^"*"^ + tftPg FFco8 2f7+ sin 217=0, 



4i. 



291 "*" , cos AT "^ ' 



«id folglich 



.. . 43) »in (W' H- 217) = — 2^^*^^=^ cos W, 

mittelst welcher Formel U gefunden werden kann, so dass also 
Jetzt unsere Aufgabe als vollständig aufgelöst zu betrachten ist, 
•Vgleich über dieselbe noch verschiedene Bemerkungen zu machen 
md, auf welche wir jedoch erst weiter unten kommen werden. 

L Zunächst kommt es jetzt, wobei <§. 4. zu vergleichen ist, noch 
Kaf an, dass wir zeigen, wie aus der gegebenen Polhöhe o) des 



) 



iWhtongsorts dessen geocentrische Breite q>, oder umgekehrt 
^Mt 4er geocentrischen Breite 9 di« Polhöhe Wj und wie sodann 

26* 
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50) taDg 9 = ^ tang «, tang ci>=:pr tang-y; 

»4er, W£iin man die sogenaonte Abplattung 

a-^b - b - 

lefast, " * » 

51) taog 9() = (1 — »)» taDgcö, tangw=^^. 

Der Dach dem Beobachtungsorte gezogene Br^radiug-r kann 
hin aber auf folgende Art gefunden werden. Weil nach 47) 

y= X tang 9 
it, 80 ist nach 44) 

» . - ... ^ 

md folglich 

y ^ g»A» . y^ g^i^» cos y> 

^ — «»tang y«4.Ä» ®^®'' ^ — «• sin ^»h-^* oos y«' 

lan ist aber 

- r> = X» + r* = X»(l -+- tang y») = X» sec y». 

Uso ist 

. ^ ^ ' «» sin 9»H-Ä* cos y" '' Wa* sin 9M-Ä» cos 9»' 
iseh ist , 






r* 



«» 



cos 9>» H- «2ä sin y» 

höh 49) ist aber 

' Ä» tang Ol sin 01 cos y 

A' tang 9> "^ cos CO sin y' ' 

nd folglich 

Ä* , - cos q> , . . . . \ 

€08 9^+ji «in 9* = jj^ (cos Ol cos y + sin 01 sin 9), 

«* . « cos «> -r > 

, cos 9» H- -ji sin 9» = ^ cos (w - 9)^ 
Uio ist nach dem Vorhergehenden ofifenbar 

K9\ ^ ^1/ COS CO 

53) r = al/ ^ - 

r cps ((0 — y) 



CD 



cos 9> 

obacht 
Mhftlbmesser r immer sehr leicht mit Hülfe der Cogarithmen aus 



littelst welcher Formel der nach dem Beobachtunffsorte gezogene 

Loflraritui 



iah in Folffe der EinricfatüDg der. SpbeMriden aus densel- 
ht die Entfernung g dcer Somie vor dem . Mittelpunkte sder 
(ondern ' die sogenannte Horizontalparallaze H der Sonne 
sm^ Aeqi^ator genomüeii) so* ifüre 



'-« 



sin 77'= — , also ^=: 



^ ' '^ sin ZF' 

flicb der BäljEtwinkel @ nitiielst 4eir Fiitmßl . 

- . Bin Q?s^ BipJ7 

;bnen. 

I berechne man zunächst die Coordinaten /j g", A mittelst 

mein : . "^ * 

fzsz^^B cos a cos J, ' 

y= — E sin o cos o, 
. Ä = — j& sin tf; 

Hülfswinkel /V^and O mittelst der Formeln. 

<• ■ ■ - . '■ 

tang^/^=:cos ^ cot /i^, 
tang Cr:=:<H)8 Cd ai^^^ cot #*. 

che man die Hülisgrössen % 9} S> CE mittelst derForin«)» 

a= cos ISTsin (ß)-r-yP), 
33= sin ITJTsin (w— >), 
£ = — cos (ci> — jP), 
(g= sin (ctf — y^— i^)5 

Hülfsgrössen S', 93', €', (E'^ mittelst der Formeln 

a'= cos w sin (15r-i- ö), 
S'=:— <»s w cos OST-f- ff)^ ' 

S'=: sin 0) sin &, 
(S's: cps (<a— »9) sin 0\ 

lie Hülfsgrössen 2) und *Sf mittelst der Formeln 
2) = — /a-^» — ÄS + rg, 

! Hülfsgrössen S, @, {) mittelst der Formeln 

® =35:1)' -»'S, 

man mittelst der flülfsgrösse ^ < 

#=tct:i2?co« C 
le Gröi^sen ft, S, SD2, 91 mittelst der Formeln 
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findet^ hierbei aber zu bemerken bat, 'dass jede^ der Grtoteii ft, 2, 
SR, iR, wenn aucb i zwei Wertbe bat, doeh^nor einen yftiM'\ 
.bat, weil in den vorberffebenden Formeln nnr i* vorkommt 
Hierauf sucbt man den Hülfiiwinkel W mittelst der Formel 

tang Fr=-2^, 
und dann U mittelst der Formel 

t 

sin (jr+2£/^)== — 
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cos W. 



Bezeichnet nun Si deo Wertb Ton W+2Uy welcher, absolut ge- 
nommen, am kleinsten ist, so ist bekanntlich entweder 



ir+ 2 17= i2 + 2ibr, 



oder 



^^^- 2 ^= (2>& -f. i)jr — i2, 

wo j& jede positive oder negative ganze Zahl bezeichnen kaoi, 
und folglich entweder 



oder 



also entweder 



oder 



2U= (2>& + l)n: ^(Si + W)\ 



U:=z^{Ü--W) + kn 



£/= i(7r — ß — FF) + ibr. 
Folglich ist entweder 

sin 17= (— 1)* sin |(i2 — W), 
cos I7=±(--1)^ cos i(ß — IF) 
oder 

Bio Ü={^\Y siD i(7r-.i2 — IFJ, 
cos U=i{^lY cos i(jr — fi — IT); 

also nach dem Obigen entweder 

t|8 cos ^(il -> JF) -f^ ® sin ^Sl — nr)\ 



sin r= — 



cos F: 
oder 



(/^ — Äg) COS i(Ä — ÜT) -+- (fff> — A@) sin ^ä— fT)* 



(— l)*-//rß_ 



(/$)-Äg) COS 4{Ä-IF)^.(^f) — Ä@) sin Kä-äO 



«1 
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Ist V der Wertfai von F, ivelcberr-absoliit geirommeDy aBkloif 
8teo W, 80 ist bekanntlich altgamdii- . 

wa ^ jede positive oder' neg^atire ganze Zahl sein kann, nDÜ 
folglich , 1 ' . ' 

sin r=(— 1)* sin (J^, cos r=(— 1)* cos 9^; 

woraus man sieht, däss die, geraden nnd ungeraden Werthen vod ' 
k entsprechenden Werthe von sin F und cos F immer entgegen- 
gesetzte Vorzeichen haben. Qb man nun für k eine g^de oder 
ungerade, übrigens an sich willkührliche, g^nze Zahl setzen muss, 
ist nach den Vorzeichen zu beurtheileh , welche sin Fund cos 71 
zufolge der aus dem Obigen bekannten Formeln . n 

. ^ t(8 cos Ü^® sm U) 

®'°' "-""(AlJ-^g) cos U-^ijg^^h®) sin V 

. ^®® ^~ifi>--m tos U^(jgi>^h@) sin U 

habön müssen. Weil man aber nach dem Vorii ergebenden heksnnU 
lieh sowohl < = iE^cos C, als anch f = — i& cos. C'setien kasD, 
es aber auch ganz gleichgiiltig ist, welches von beiden man thnt, 
da i am Ende aus der Rechnung ganz herausfallt, so kann vai 
offeKihar immer 

setzen. 

Hat man auf diese Weise auch F gefunden , so berechne nu 
P mittelst einer der beiden Formeln 






% cos, Ü cos r-H-ö sin U cos F-»-€ sin F' 

5D' 



•\ 



"r cos U cos r-H©' sin U cos F-f.(S' sin F* 

und hierauf die Differenzen <2r — /J y — g", » — Ä mittelst der For- 
meln 

ia? — y=jPcos ^ cos F, 

y — g = P sin U cos F, 

x-^/izrzP sin F; 

oder die Coordinaten ;r, y, x mittelst der Formeln 

^r=/-|-/>co8 f/cös F, 
yris^ + Pstn U cos F, 
Ä = Ä -I- -P sin F. 

Dann berechne man ^2;,, y,, ;s, mittelst der Formeln 

arj= — r sin (w — (p)+ä: sin w cos 1574-y sin u) sin 157^—» eosft^) | 

y,= — ^ sin 15T-+-y cos IST, 

»,= — r cos (w-~5p)-|-ar cos w cos IST-f-y cos o» sin 157+x sin w^ 



400 



xxxu. 

Aufgaben über das Maximum und Mlnimniii. 

»N . . . . ■ 

I 

Von 

Herrn L. Mossbrugger 

Lehrer der Mathematik an der Gantonsschult su Aarau. 



I. 

Es ist ein rhombisches Octaeder gegeben: es solHai 
grösste dreiachsige Rllipsold in dasselbe bescbriebei 

•ar A |*d fi D 

Es sei ABCDEF (Taf. V. Fig. 1.) das gegebene Octaeder; 
nehmen wir seine drei Diagonalen AC^ BD^ EF' respective als 
Achsen der ^, y und », ihren Durchschnitt O zum Coordinatenan- 
fang,^ nnd setzen; ACz=:2a, BB =^26^ EF=2c'j so erhalten ws 
für die Gleichungen seiner Seitenflächen folgende: 

Die Gleichung der Fläche ABE ist: ä = <? — ^ — ^ 1) 

- - ADE,, x= c + f-^....2) 
_ CBE „ *= c + f -+-^ ....3) 

I 

- - - - BCE „ *= c-fH-^....4) 

- - ABF „ , = _c+f-|-^ ....5) 
- ^/»F „.* = -c-f-t-^ ....6) 

- '. CDF „ *=:-c-f -f ....7) 

- - BCF „ , = _c-i-f - J ....8) 
Bezeichnen wir mit or,, y,, *,; ^,, y», *,; «■„ y,, »,; a?«, jr«» 

*4; ^i> Vi' »«; ^»t .y«» »•; -«^j» y»' ?>; ^.. y». *t d»e Coordi- 

naten der Berührun<;spunkte des Bllioioids mit den respectiven S<i- 
tenflächen uäBE, CDF, ADE, BCF, CDE, ABF, BCE, ADf\ 

80 haben wir folgende BedingttBgsf^leichungen : 



m 

fuDdeoen Werthe von (^) uod (j-) einfSbreD, and akdann statt I 

•^9 yr* die Coordinaten a:^^ y^, »i des BBrührungspunktes 8etze&;| 
dadui^ch erhalten wir aber: 

oder, wie sich hieraus leicht ergiebt, 

Ebenso erhaUen wir mittelst der übrigen Gleichungen 'in 9;, wen 
wir die in 10. g^undenen 'Gleiehiingen zwischen ar^i^ y^ %i\ 
ac^y y^y ^i u. s. w. berücksichtigen: i 

(ß'c- Ca)a:^+( C'c-'A'a)y^'^{AcS'a)z^-'{A*'c^ C"«)=0...1§) 

(B'c+A'ö)a:^'--{ac^Bb)y\'^{Ac+C'ö)»^'-\-A"c+B"in=^ 

{B'C'-Ca)a:,-{ €'c-^A'a)y,+(Ac-'B'a)x ^+A"e-^ C^a±=0...1!ll 

•--iB'c+A'ö)a:,-hiOc'^Bd)y,^{Ac+B'6)s,+Ä^c+B''&=^ 

—{B'C'-Ca)a:,+( C'c--A'a)y,^{Ac'^B'a)% ,+A''d— C"a=0 ...20) 

---^{B'c+A6)ar,'---(C'c-^Bd)y^+{Äc+C'6)»^'^Jr'C'+^ 

— (irr+ Ca)a;^-^{C'c+A'a)y, +{Äc+B'a)x,'-{-A"c^C"a=S ...22) 

(B'c-hA'lß)a;,^{C'c-+^Bd)y,--(Ac+C'ö)x^'hA^c+B"6=^ 

(Ä'c4- Ca)a;, +( C'c+A'a)y,^{A'c-i-B'a)x , +A''c^ C''a=J) ...24) 

— (Ä'c— ^'^)^i-f-( CV— Bd)y,+{Ac-' C!ö)x\'{'A^c—B''&=^..SS) 

^B'c+ Ca)a;,^{ C'o^A'a)y^-^(Ac^B'm)% , +^'c--r^«=0...26) 

\B*C'-A'ö)a:^--{C'C'--Bö)y^^{Ac--Cri)%^^A''c^B''b==^^Xl) 

( B'c-\- Ca)a: , — ( C'c'+'A'a)y, — (-^cHr Ä'«)« , -^-A^e-^CotoA -.i8) 

Aus 13. 14. 15. 16. folgt: 

A"€=:B"b=a'a. 

Dieses in 17. und 19. eingeführt, alsdann beide Gleichungen äddirtj 
giebt: 

Dieser Gleichung kann aber nur für ^"==:0. Genüge geleistet wer- 
den, mitbin ist auch, ^" = 0, 67" = 0. 

Aus den nemlicben Gleichungen 17. und 19. erbalten wir aucb, 
mit Berücksichtigung der soeben gefundenen Wertbe von A*\ ß"^ C^' 

( C'c + Bd)y, = (Ä'c + A'6)a:^ + (Ac + C'd)z , ; 

aus 18. und 20. ist aber: 

( C'c — A'a)y, = (B'c — Ca)a:^ '\-(Ac-- B'a)z^ ; 

und BUS 14. ist: 

(6^V — A'a)y^ = -^ {B'c — €a)a:^ ^ (Ac — B'u)%^ . 
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Idiren wir die beiden lefxtern Gleichungen, so erhalten wir: 

' Ci? — ^'a = *0 also C*c=.A'a 29) 

»darch ist aber auch: 

{Ac—Bd)%^ ='^(B'c--Ca)a^, 30) 

:rner folgt aus 21. und 23. 

iJlc H- C'b)», = {B'c + A'b)a:, + {C'c + Ä%, 31) 

id aus 17. ist: 
iAe-\-C'6)%, = — (Ä'c+ A'b)a:y +,(C"c+.Ä%, 32) ; 

SO 

(Ae'+ C'l)%, = (C'c + B6)y, 33)^ 

»en so finden wir ans 22. 24. 26i 

• . ■ ■• ' 

{Ac + B'a)», = {B'c + Ca)a?, .... 34) 

Idiren wir die Gleichnngen 30. und M^ so is^ 

Ac»i :^ CaoTi .... 35) 

bftrabiren wir aber 30. und 34. voneinander, so ist: 

B'a%iSS2B*€a:g oder) • 

l . . . . 36) 

if ähnliche Art finden wir aus 22. 24. 26. 

{Ce + A'a)y^ =0 oder Vc^=,—A'a .... 37) 

ir bemerkten aber, dass die Gleichungen 29. 36. und 37. und - 
By velche wir aus 1. erhalten, wenn wir «fitatt ^, y, % die Coor- , 

Baten a?i, y,, %^ setzen, nemlich «i=e? ^ -—, nur als- 

HA zugleich bestehen können, wenn wir 

^' = 0, C" = 0, Ä' = 9 38) ^ 

Isen. Führen wir die. gefundenen Werthe * von A\ B\ C\ 
*, B'^ C" in irgend zwei der Gleichungen 13. 14. und 15. u. s. 
. ein, 4M erbalten wir:. 

Ac Ac «|.x 

Vi =^*i» ^1 — tS** • • • • ^^J 

le Gleichung 11. erhält also die Form: 

A%* + By^ -H fo?*V Z> = . . . . 40) 

US 39. und der Gleichung «^ =£? ^ -~ erhalten wir^ 

a H^cBC 

* " — ä^b^BC-^a^c^AC -^ h^^Aß' 

a^cHAC . --V 



iF,=: 



b^c^aAB 



» — ^b^BV-^a^c^AC-^b^e^AB 
Bt 1er Punkt (oTi, yi, xj ebenfalls auf der Oberfläche des EUip» 
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soids liefen nuss , so muss aocli der Gleichung 40. Genüge geWrl 
stet werden, wenn vir die soeben gefundenen Wertbe von ^|, i/t\ 
x^ statt or, y, X in dieselbe einfjibren; dadurch erhalten wir aber; 

— Ä'*?»^- ^ = o| 

A A ] . . 

B V ' ü ^ 

Setzen wir in dieser Gleicliung: -ysz/, -^zr:», -j=«y alii 

•5- = -r j 7T= "^; SO erhalten wir: \ 

a'Ä'c» tu'-a^b^tuv — a''c^uv'-lß*c^ ^ff=sO . ; . .43) 

Aus 40. erhalten wir, wenn wir zuerst o? und-^y alsdann ^ nads; 
und endlich y und x gleich Null setzen: 



X 



=±v5,,=±i/i.'=±vi-") 



Dieses sind die Grössen dreier zugeordneten, balbeu DurchmesMr 
des Gllipsoids, die mit den Diagonalen FE^ BD, AC des rhoiiU^ 
sehen Octaeders zusammenfallen. Bezeichnen wir die Winkel je 
zweier dieser Diagonalen • 17, b\ a^ c\ 6, c respectiye mit y^ /?)<>}! 
ferner die Ualbachsen ' des Ellipsoids mit $1, 93» S, so ist bekasot- 
lich der Körperinhalt desselben =43UBS7r, 

Sind. aber allgemein äi^ d^y d^ drei zugeordnete Dnrchme«ser 
und Yi ßf ^ die 'Winkel^ %?elche di und 1/29 ^1 und if,, d^ und i/| 
einsehliessen^ so ist bekanntlich: 

5!133S = dl d^^d^ V\ — cos a* — cos ß^ — cos y * H- 2cos a cos ß cos y ; 
folglich ist: 



Minimum = -^^(i_^cos a' — cos /?* — cos y*-+-2co8 a cos/J cos;') 



ABC 
oder, wenn wir die obig'e Bezeichnung gebrauchen, und 

3 
setzen: 



irv\ — cos a* — cos /S* — cos /»-f-2cos a cos /J cos y = £ 



Minimum =^l/Ü 45) 



' 



Wird V als eine Function yon t und c« angesehen, und zuerst nach 
V und t^ alsdann nach u und t diflerentiirt, so ist: 

Difierentiiren wir endlich auch die Gleichung 43. nach v und ti, so ; 
erhalten wir 

.fl^. .^ a-c^u — a^uv^c^v rdv_. ^ h^c^t — h^tv-^c^v .m 

Aus 46. und 47, erhalten wir: 



••••«/ 
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respective a» bf c; ferner beseichoeii wir mit /, /?« c^ die Winkel, 
welche die Kanten a^ b\ a^c und ^, c einschliessen. Die Gleichang 
der zu bestimmenden Fläche selbst sei 

Setzen wir in dieser Gleichung ^=0 und ^=0, so erhalten wir: 

Die Coordinatenwerthe ar=0, y^=0 entsprechen den beiden Pnok- 
ten F und P; für den erstem muss die Ordinate %' gleich Null, 
und für den andern gleich c werden ; der gefnndene Aasdruck gibt 
aber den erstem Werth nnr wenn 

ist, und. wir erhalten daher auch für den Punkt P: 

c = — -^ oder A"s=i g-. 

Die Gleichung 1. reducirt sich aber dadurch auf: 
^«» + i?y» + Ca:^ -f- 2^'a?y + 2B'a:» -f- 2C"y» 

Auf gleiche Art entsprechen den Coordinaten a7=:riy, y=0 in die* 
ser Gleichung zwei Wertbe von js; der eine ist Null, und bezeick- '' 
net die Grösse der Ordinate in •/; der andere ist e^ und giebt die 
Grösse der Ordinate des Punktes üf an. 

Durch diese Annafamen erhalten wir aus der Gleichung 2. 

2B'a — Je _j_ l^(2Jra — Ac)* — kAa(Ca H- 2C'~) 

^— 2A — 2A 

Damit hieraus «=0 werde, muss C5ap-f-2C" = 0, also C"=Z'^-^ | 
sein; für die andere Ordinate ist 

2B'a — Ac 
c = 3 , 

woraus wir^' = finden. Dadurch geht die Gleichung 2. über in: 

^as* + ^y^ + 6^^»+2^'^y+2rV«— ^c»+2i?V— Ca^==O.J) 

Die Coordinaten der Punkte ^ und H sind\2r = 0, y = ^, x = 
und ar = 0, y = ^, « = er. Für ^ = (X, y=^ ist aus 3.: 

2^^^ — ^g _,_ V^ (2r^ ~ ^c)» — 4^^(^^ -H 21^') , 

^~. 2A — 2A 

Aus dieser Gleichung ist wieder wie vorhin fiir « = und «==^'' 
mithin wird die Gleichung 3. zu: 
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wie so eben -finden vdt mittelst der Punkte Jt und /^, deren 
dinaten a? = a, y=:d, z = c und a: = a^ y=^^9 «=0 sind, 
lYerth von ^' = 0, so dass sich also die Gleichung 4. auf: 

« * - ' 

irt. . 

^erle^en wir jetzt den Coordinaten-Anfanff in . den Mittelpunkt 

IS Parallelepipeds, und nehmen a/y ^, x^ nir die n^uen Coordi- 

i an, so dass also ar=-5-+arV y= v+y» * = '2" + *' ***» 
ird die Gleichung 5) zu: 

M • . MM A. . ^ • ^^* ^^* Ca* A «V 

i4'«» -f-^j^ H- Cop^ ^— j T^=^ .... 6) 

\n . wir --j- = ^, -^ == «5 also -g- ±= •—, und lassen die Accente 
so ist: ' • 

c* tb* ua* 

Aa a\ c^ / • • • • ') 

diesen Gleichungen erhalten wir, wenn wir zuerst ^ = und 
0, alsdann ar=:() und j^ = 0, und endlich y = und « = 
titteo: 



a: 



=iVi(<'' +**'+«»• 



[>ieses sind die Grossen der drei halben Durchmesser des Ellip- 
, die durch den Mittelpunkt des Parallelepiped« /geben, und niit 
Irei in t^ zusammenstossenden Kanten desselben parallel ^ild« 
lehnen wir wie in I. die drei Achsen des Bllipsoids mit %^ S3, 
> haben wir: . 

■r^|/~i(c»-|-^*H-<»*») ' .(l-rC08a*-cos/J»-^cotff »+2cosacos/feÖ8;^), 

wenn wir kzzsX — cos a* — cos /5* — cos ;f *+2co8 a eos /? cos y 
ä: 



irentiiren wir zuerst nach ^, alsdann nach u^ und setzen die 
»entialquotienten gleich Null, so erhalten wir: 

iÜbH — r» - ä^uyc*^bH-\-ä^u ^ ,.. 

U li» 1 I ' I ' II . sti 

(2a.*M — e* — ^*QVc* + bH+a^u „ • 

i;^;^ -_U....10) 

BMA «leichungen wird Geniige geleistet, wenn : 

21* 
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* - r' c' 

ist, woraus wir ^ = ^5 ^^^a* ^^^^^^'^' 

Führen wir diese Werthe von t und §§ in die Gleichung 7. 
so finden wir für die Gleichung des gei^uchten Ellipsoids: 



«. . . ' * 

Der Inhalt desselben ist 

= -rr-K 3(1 — COS a* — COS /?* — cos y* + 2co8 a cos /J cos 

Aus der Gleichung* 11. sehen wir, dass rV^3, b\/Z^ a\/^ die 
gen drei zugeordneten Durchmesser des EUipsoids sind^ welche 
den Kanten des Parallelepipeds parallel laufen. 

HI. 

Es soll um ein gegebenes Dreieck ACB das grö 
Parabelstück beschi^ieoeu werden. 

Es sei die Höhe des gegebenen Dreiecks gleich h^ AM' 
und AB = c (Taf. V. Fig. 3.). 

Die allgemeine Gleichung der Kegelschnitte ist: 

Weil in diesem Falle der Kegelschnitt eine Parabel sein 
so haben wir: 

I J9^==4^C 2); 

folglich 

Bx -^D _j__ V%liD — ^AE)x -!-/>'— KAF 

Da für ^ = einer der heiden Werthe von y ebenfalls zu 
wird, so muss auch /^=0 werden; mithin ist 

Bx-\-D _^ ^2{BD'-2AE)x-{-D ^ . 

y — 2A — 2A ....^J 

Da aber auch für ^ = <? ein Werth von y verschwindet, so ei 
ten wir aus 3. 

folglich: / 

Bx^D ^^ VB{Bc -f- "iPyc -\- D^ 

y— 2A — 2A ^^ 

Für a:=za muss y=^h werden; durch die Substitution di 
Werthe von a: und^ in der Gleichung 4. erhalten wir: 

^ — "" kW ^* 

also 

n^.^n (2^^ H- Ba) {Bc ^Ba-^ 2 Ah) 
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Inltipliciren wir die Gleichung^ 4. mit dae^ und integ^rireo sodann« 
o" erli»lten 'wir: ; 

hd^ = j;^ ± ^_^-__-L + Con»t 5) 

)a das Integral für ^ = verscbwinden mnss, so wird 



CoDSt. =Zi= 



ZABiBcH-2Dy 



»etzen wir in 5. die Grösse a; = c und fügen die Constante bei , 
ist die parabolische Fläche 

ffy^_ D* Bc^+2D c^_^ \D^^B{Bc-+.2D)c\f ^ 

^ZAB(Bc + 2IJ) kA — 3AB(Bc-^2D) ' 

del^ wenn wir die obern Zeichen beibehalten, so erhalten ^ir den 
ihalt der parabolischen Fläche 

B^c' 



ACB = 



\2A(Bc + 2DY 



etzen wir in dem Nenner statt Bc-^^D seinen oben gefundenen 
l^erthy so ist, wenn wir den parabolischen Raum AßC ^mt^Yl P 
ezeicbnen : 

B^hc^ 
^^^ 6(2^A H- Ba) {ßc — Ba — 2Ah) ^^^"^ 



6(2^ h^a) {c^a^2^h) 



A . . •. • ' 

lie Grösse -^ ist noch unbestimmt Setzen wir dieselbe = »^ 

ist: 



6(2>is-f-«) {c — a — 2h%y 

Fird dieser Ausdruck nach » diiferentiirt , und das Diiferential 

p . 

Z^^^^ gesetzt, so kann das Maximum oder Minimum desselben 

estimmt werden. ^ ^ 

Es ist aber 

i>git./^=.logis^c' — log» 6 — log» (2>(is+a) — log»'(c — a — 2A«), 

lithin 

'olglich . ^ 

c — 2a A , ... kAh 

(Verden nun die gefundenen Werthe von B, C, D, E^ F in der 
Gleichung 1. substituirt, so ist tolgende die Gleichung der gesuch- 
ten Parabel: 

/ ci ^ , . AF . 4Ä*a:» . hc(ha — c)y hh^cx ^ ^^ 



.-^ 
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Wird die OirdiDateo-A^^o unter eibem Winkel 9> gegen die Abcii- 
/sen-Axe genommen, und die Coordinaten in Bezug auf diese Axea 
mit a^y ffy bezeiobinety so ist 

y=y' sin y, ^ = ^ + y' cos y. 

Durch die Einführung dieser Wcjrthe von ^, y\n 6. bekonmeD wir: 

\(c'^%ay sin5p»-f-4Ä(c — ^2«) sing) cosg)H-4Ä' cosy'jy'* 

+ 4jÄ(€? — 2«) sin y+2/l* cos q>\af^ 

+ jÄc(4a — c) sin 9 — kch* cos 9){^ 

— 4^»c^ 

bestimmen wir nun' fp so, dass die beiden ersten Glieder dieser 
Gleichung hinw^gfallen, so muss 

2Ä 
{c — 2a) sin 5pH-2ä cos 9 = sein, also tang* 5p = r— j-. 

Um diese Tangente zu construiren halbiren wir AB in D^ so iii 
n]^=^~^ und CM=h, mithin ist der Winkel ip = LCDB. 

Aus dem so eben gefundenen Wertbe von tang q> folgt aber] 
auch, dass 

2Ä . 2« — c 

sin g) = r7= und cos y ^^^--7 — 

ist, mithin 

hcika — c) sin w — 4^' cos w = , • ' . 

^ ^ K 4A» + (2« — c)» 

Die Gleichung 7. wird daher zu folgender: *. «* 

^'» .^ ■ /^ y i— n 

^ 8V/4A2 ^ (2« -^ r)» 

Diese Gleichung lässt sich in die Proportion 

AD* i APx BP= CD : PQ 

auflösen, und es ist daher CD ein Durchmesser der Parabel, -^fi, 

eine diesem Durchmesser zugehörige Ordinate. f , 

Führen wir endlich den Werth Von % in den zuletzt gefonde«) ^ 

neu Ausdruck für den Inhalt der Parabel ein. so erhalten wir 

P=\;ic. 
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9. Was betragen die einfachen Zinsen von fö L. 15 sl. t d. : 
in 1-^ Jabr zu 4j- Proc; und wie viel ist der Betrag zusammeoge** 

vsetzter Zinsen von 540 L. in 3 Jabren zu 4 Proc? Antw. 3 L 
11 sl. 8i , . . . 607 L. 8 sl. 6i d. •) 

10. Wenn 7 Mann 6 Acker in 12 Stunden arndten können, 
wieviel werden 15 Acker in 14 Stunden ärndten? 

11. Sucbe das grösste geiheinschi(ftlicbe Maass für die Bmcbsr 

glieder von , Sjt-j,? ""^ bringe den Bruch attf seine 

kleinsten Glieder. 

12. Löse folgende Gleichungen : 

(9\ ^Lul -L ^^ — ^ _^ 7 4-|>jr 
K^) ... 7 -t- j. — < — j^ 

(3)...?^^-f = l, 
(4) ... a:+ y— « = 8 

2^— y-|-3«=:21 

4»-*-3y — 2^ = 17 

13. Beweise die Regel für die Ergänznnff des Quadrates bei 
der Auflösung quadratischer Gleichungen, und löse 

(1) ...4^»— 3ar = 85 

/ox g ■*- ^ -H V^2gj7 H- a?' m ^^. 



•) 3 L. 11 sl. 9,01875 d. und 607 L. 8 sl. 6,3744 d. M. 

•*) Schreibt man zuvor - — -- = ä, was nur einfacher, sonst aber 

dasselbe ist, so wird ^^ — ^-^ \ — - — ^ s=rÄ, 

2yV/ya — tf * = «»Ä -f. «a — 2y» = ff 2(^ -f- 1) — 2y*, 

*y'y* — 4y ''«' = «*(ä + 1)' -i- 4y* ~ 4a»(Ä -h i)y». 

Da sich 4^* und dann «' als Factor hebt, so wird (4(^-^1) — 
= 4Äy'=«*(Ä + l)', . ' '. 

^ 2VXÄ 

g-f.a; = g ^ — sag. .^— -^ 
1 /«m 2V^fn7» 






or = g( ■ ■ > : I) 

2vt 
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14. Zeig^ dass 1V9 t> 1 Grössen sind, die in arithmetischer 
ogression stehen, und bestimme die Summe von 8 Gliedern der 
Sinei, ?on welcher sie die drei ersten sind. 

Suche auch die Summe von n Gliedern der Reihe 

■ ft + ""T — .... In welchem Falle wird eine unendliche 

enge von Gliedern der letzten Reihe endlich sein? 

15. Beweise die Regeln, durch welche die Anzahl von Permu- 
.tiouen und Combinationen von »'Dingen, die 3 und 3 zusammen- 
enommen Verden, zu finden- ist. 

Wenn das Gesetz für den Ausdruck der Permutation von Dingen» 
ie zu r und r zusammengenommen werden, zugegeben wird, zu 
ßweisen , dass es auch richtig v ist , w^nn man sie zu r + 1 und 
+ 1 zusammen nimmt. 

16. Vfetku a : d = c i d=e \f beweise dass — : • ^ = -- : </ 

und a : ^ = »-+-c-f-e : b-^d-^-f • 

17. Suche den Wertb von 1 L. das' 100 Jahr zu 4 Proc. Zins 
DD Zins getragen hat« 

Gegeben ist log 1,04 z=: 0,0170333 

und. log 1,482 = 0,70333 " 

18. Gieb das (yjte Glied von (a — wY wenn y unpaar ist. 



Nr. ^. 1834. 

(B.) 

1. Redücire 125 Yard 2' 4'' zu Zollen. 

2. Beweise dass -f von ^ so viel als W sind. 

3. Theile 3 L. 15 sl. 5 « d. durch 23. Antw. 3 sf. 3^ d. i|. 
ergleiche die Anm. zu 2. in der vorigen Aufgabenreibe. 

4. Suche den Lohn von 6 Arbeitern für 28^ Ta^ wenn 2 sl. 
A. täglich bezahlt werden. 



af'^a r^T±!f^ -^V)^^aC^A-^X) 



acr 






W 



fnn 



2V. 



mn 



, X ^ — a , • — 

Im Original ist angegeben: 

. was offenbar fehlerhaft istr denn die kleinere Wurzel wird positiv, 
die grössere negativ, und beide können nicht einerlei Zeichen er•^ 
halten. M. 



* -K 
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5. Maltiplicire 36,2 mit 4,57 flod beweise die Richtigkeit des 
Prpddcte«. 

6. Verwandle 15^ 4«^ 6^ in Zeboteltafre: oiid finde dei 
Werth von 5,734 L. . , 

7. 8ucbe die Injteressen von 963 L« 10. sl. 6 d. für | Jakr 
zu ^ Proc, Sucbe gleicbfalis den Betrag von IßO L. in 3 Jähret 
zu 5 Proc. in Zins von Zins. 

8. Ziehe die Quadratwurzel aus 167281. Beweise die Regel 
die Anzahl der 'Wurzelstellen zu bestimmen. 

9. Wenn 69 Yard eines Teppichs von -1' Yard 'Breite ein Zin- 
mer Von 10^ Yard Länge bedecken, die Breite des .Zimmers zn 
finden. 

10. Wenn 800 Soldaten 5 Tonnen Mehl in 6 Tagen verzeh- 
ren, wie viel Soldaten werden 15 Tonnen in 2 Tag^n verzehren? 

11. Suche das grösste gemeinschaftliche Maass der Glieder des 

Bruches ^ .^ ^ . ^ — und reducire den Bruch auf seine klein- 
sten Glieder. . 

12. Löse folgende Gleichungen^ 

fo\ . 3ar-5 _,^ 2ar — 4 

,«. 3^^Sy , ^ _o 
(3) ... g h -2-=^ 



6^ 



3M ^ ü- = 7 



8 

jc • ■ 

Adio. des Üeb. Im Original steht =•-- io der vorletzten Gleichung, im , 

ein Druckfehler ist. 

(4)...;r-+- y — Ä = 13 

3a:— 2y-|- .» = 19 
. 5a: -I- 4ä — 2^ = 40. 

13. Beweise die Regel für die Ergänzung des Quadrates bei 1 
der AuflösuDg quadratischer Gleichungen; und löse j 

(l) ...7ar»— 4a: = 660 | 

m ^+^ _ ± i 

I Ä j . . . . y — ~r« \ 

\^2ax -^ a:^ -^ a: ^ \ 

14. Wenn a'hz=,c\d beweise dass »:— = €?: — und dass 

nt m ■ \ 

a \ b :=. a -\-' me i b -\- md \^i, 

15. Dieselbe. Frage wie 15. in der vorigen Reihe. 

16. Zeige dass 2^^, 24, 34^ in arithmetischer Progression stehen 
und finde die Summe von 13 Gliedern der Reihe worin sie die 
ersten sind. 

Suche auch die Summe von n Gliedern der Reibe 



1 
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Ueber eine geometrische Aufgabe. 

Von dem 

Herrn Professor Dr. Mens in g 

zu Erfurt. 



In den vortrefflichen ,, Beiträgen zu der Lehre von den 
Dsitiven und negativen-G^rössen von Diesterweg; Bonn 
^1, hei Uahicht^^ findet sich folgende erste . geometrische 
dfgabe: 

' Es ist ein Rechteck gegeben, und auf der Verlänge- 
mg einer Seite desselben ein Punkt; durch diesen 
yll man eine Gjerade so legen, dass dadurch das Recht- 
sk in zW'ei Paralleltrapeze zerschnitten wird und 
nrch Zusammentreffen dieser Schnittlinie mit einer 
erlängerten Seite des Rechtecks ein Dreieck entsteht, 
elches zu einem jener Trapeze ein vorgeschriebenes 
erbältnisB habe. 

Bs wird, wobei Taf. V, Fig. 4. zu vergleichen, verfangt dass 

(y + «)-2 • l^ — y)Y=;' * ^=(y-+.«)a -. (^r-y)^ sei. 

^' Setzt man p i tz=:a : r, so wird 

y + « : (Ä — y)^ = l : r, 

oder (y-|- *)r == {6 — i/)a; ..... (1) 

as ist aIso die zu lösende Gleichung, Aiß zu der von Diester- 
eg angegebenen Construction führt, wenn man durch 

« r «» = y : X oder s : m + s = y J y H*- * 

und s : y^^ia: : h — y das y und % eliminirt und x behält. 

^ir wolien abei^unsere Aufmerksamkeit auf gp richten, wodurch die 
lafj^be auch gelöst wird. 
JEs ist ' 

y=z8 t^ g> also y + Ä = (*•+•!!») tg" 9 

X =j» tg 9) und durch Substitution in ... (1) 

tg q> 



4 \ 



1 
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U + m) ig y .r = ^ ^ 

(#+«i)r ig 9p* = *»— 2%+y»=Ä.»— 2^# tg 9)+*» tgy» 
((# + «!i)r — **) ig g>^^%ös ig y = ö\ 
Man setze 

• ■ 
so ist 



^» ^ ^* ^v 



= -ri (*+«>• 



also 

tg SP = :j(-f±V/UH-«)r)=:Ä —^ =3j-___.. 

Unterscheiden wir nun die beiden Aufl,ösungen, so wird 



^«9 = ^TTTUTTT—^^^r-ly: 



{s -f- V/(* -f- «i)r> (* — V^(« -f* «t)r) « — V^(* -f- jw)r' 
E s handelt sich, mithin nnr um eine bequeme Construction der Linie 

\/(#-f-»y," damit diese Auflösung eben so zierlich wie die fOB 
Diesterweg werde. 

Einfach ist folgende Construction, wobei man Taf.. V« Fig. 5. 
zu vergleichen hat. 

jDL=znC=a; LM\\ED. M&n nehme EP=p und ET:=;t; 
zietie JÜR \\ PT, so ist ER=zr. Man faalbire DC in V und 
mache ür=^ VE, so ist Eü^LS + m-, beschre ibe Q/t± EU 

so ist EQ = \/J7^m)r, folglich JVC= s + {^{g + m)r und 

X'C = 8 — V (9 + m)r. äSiehen wir endlich Z^F || ^Ä^ so ist 
FEC=i(p\ und wenn iE'6?'||iV'J? gemacht wird,- so ist jP'j&C=9". 
Hier scbliesst sich eins dem andern ganz natürlich an. Die 
speciellen Fälle lassen sich leicht nach den gefundenen Fällen dis-, 
cutiren. Auch ist der Winkel, den beide gesuchte Linien ein- 
sehliessen, leicht tfus den Formeln 

ig (p"=z und ig ip'z=z—— zu ermitteln, 

indem .^f-^/'. = tg (y"- y') = .,J^!^., ist. 

Ich enthalte mich, um nicht zu weitläufig zu werden, aller 
weitem Bemerkungen über diese Aufgabe, die Manches darbietet 
was nicht ohne Interesse ist. 



433 

I iz-o \ _i_l/ (<>-t-b-~c) (— a-f, b-|-c) 

taDg|(C+e. + «i) = ±|/ '(a + b-^c)(a-f-b-l-c) 
dann berechne man die Hiilfswinkel sPi9>39Ps ^us den Gleichungen: 
cos 2g) i =co& 2ß cos 2;' + sin 2^. sin 2/ cos t^ . • 
cos 29)3 = cos 2a cos 2/ + sin 2a sin 2/ cos o 
cos 29)^=; cos 2a cos 2/? + i3in 2a sin 2^ cos (0 + «^) 
80 wird 

, 4f sin /3 sin / ^6 sin a sin y c sin a sin /$ 

n szs ■ * ' . ' >• j:= ' — : , 

sin ^1 &m 9>2 ^^u 7*< 

woraus sich wiederum a^d^c^ unmittelbar ergeben. -^ Beispiels- 
halber fuge ich noch die Resultate einer Rechnung bei, 'die nacfc 
folgenden Daten geführt wurde: 

c = 1370,059 /= 9» 54' 

6=z 870,447 p= 10«» 35' 

a— 707,295 a z= 12° 14'. 

' Dies gab zuvörderst: 

C=120o ir 8",88 und c = 7850,085 

Ä= 33 18 39,66 b=: 4658,687 

^=26 30 11,4« Ä = 3262,180. 

Bieraus ergab sich nun in dem einen Fall, nämlich ^ •<; er, 

i .4-«=*= 75^ ^'25^96 <?, =12iS2,52 

= 42 28 50,00 ;*i= 1197,98 Ä=;=: 223,836 , 

« = 32 54 35,96 «, = 1032,37 

för den andern Fall A'^n hingegen wurde 

o + « = 44<» 14» 16",28 €?, =2058,20 

o = 24 8 29i32 ^, = 1922,59 // = 359,224 

•1 = 20 5 46,96 ä, = 1656,81 

gefunden. 



:.' 



Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, 4ass das Pothenot'sche 
Problem sich mittelst der von mir für das geradlinige Viereck anf- 

fefundenen Relationen ebenfalls sehr schnell und direkt lösen lässt. 
ehält man nämlich die Bezeichnung des Vorhergehenden bei, in- 
dem man den.Fusspunkt des. Thorpes als vierten Punkt betrach«^ 
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tet, der durch die genesgeoen Winkel o and u ffefunden werden 
soll, ga ist jederzeit, wenn niEin. cur AUnirzung die Hülfsgrössen 
a^Y mittelst der Gleichungen 

. . a sin (^ — u)^=^a 

/9sin (B—o) = h 

n 
' I ■ • 

. Y siu (^-4- öH- «)=:£? ' 
einfuhrt, pumittelbar und ganz allgeaieiBf 

* =fc Vp J^ y a — ^y cos U 

h gy gjn (B — o) 

± Va^'J^y^ — 2y COS o 



aß sin (C-f-o + tf) 
* ±1/«»+/»» — Scr/? *os (o + tf) 



wobei yon den beiden Zeichen im Nenner stets da^enige genom- 
men werden muss, was die Werthe yon a^diCi positiv macht. 




Einige Eigenschaften der binomischen Koeffi- 
zienten. 

Von 

Herrn O. Schlömilch 

zu Wien. . 



I. Eine wichtige Rolle spielen die Binomialkoeffizienten bei 
folgender UotersuchuDg: 

Es sollen die Bedingungen aufgefunden werden, unter welchen 
die beiden unendlichen Reihen 

a\a: + a^ac'*^ •+- a^x'^ + -h an-^\a:^^^ + . . . • (1) 

deren Conrergenz vorausgesetzt wird, identisch sind. 
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2 






=(^)+4-(^ 






4 



• Inf '. 



o: 



^ 



) 



■ki 



1 



-)• 



• ,• • • 






n 



ilsb: 



f 






n-hl 



"j^> «i — 1, Äj — '2'' ^» "■" 8 * ^* "~" "^ TT^ * ' * 



ind nadi (5) 



n 



1 1 1 . .;-, 

= «o — "oT^i + T^» — T^» "r- . . . (7) 



Didse schon bekannte Eigenschaft der BifioiliialkoefBzienien findet 
sich gewöhnlich mit bei der Integration logarithmischer Differen- 
Eiale. W4U man einmal höhere Analysiä zulassen, so kann man 
alle hier entwickelten Formeln sehr kurz mittelst bestimmter Inte- 
gfal^iajid^jten» <mf w^elchem.Wege sm ituch gelegentlioti . gefunden 
werden. ^ 

■ ^ 
IV. Eine andere ähnlich gebildete Rerati=6ti berttht auf der 
Siimmei der Reihe . 

i^= * - (1 - 1-)^:» + (1 - 1 + 4k 



»- . 



1.1 1 



-(i-v+t-^t)^ 



\ ' 



(8) 



• • •> 



a: 



1. 



Um dieses S zu finden multipliziren wir die Reihe mit 1+^, und 
erhalten so:* 

« V ■ .' . - • 



•1. 



1 



-^{l-^-k) 



+(1^T+t) 



• • 



a? -f- -Traf 



H-yO:' 



-f- -T-** "!»'-• 



«itbin ... 

Ein zweiter Ausdruck fiir dieses S findet sich sq. Es ist 

folglich, wenn man 909h mit 1 + ^r dividirt pnd die Logarithmen 
in Reihen Vertirhüddt, ' " . . : "^ ' . ;: • " 
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XLI. 

Mathematische BemerkuDgeD. 

Von 

Herrn J. Flesc|i 

Lehrer de^ Matbem; und der Naturwissensch. an der Realschule zu.DüsseldorH 



Es seien 0, b und c die drei Seiten eines Dreieckes und der 
Kürze halber 

a + if + c = 2«, 

so ist der Inhalt des Dreieckes 

•/=l/«(« — a) (w — b) {u — c). 

^ Bezeichnet man nun die Radien derjenigen drei Kreise, von de- 
' neu; der erste mit dem Dreieck gleichen lohalt, der andere gleichen 
Umfang hat und der dritte demselben eingeschrieben- ist, respective \ 
durch r, q und q\ so . hat man zur Bestimmung dieser drei Grössen 
bekanntlich die Gleichungen 

4 

y^uiu — a) {u — A) (u — c) 

u 
o = — und 

, V^{u — ä){u — b) (u — c) 

und hieraus folgt 

Der Radius desjenigen Kreises, welcher mit einem Dreieck 
gleichen Inhalt hat, ist also die mittlere geometrische ProportioDale 
zwischen den Radien derjenigen beiden Kreise, von* denen der eine 
mit dem Dreieck gleichen Umfang hat, der andere demselben ein- 
geschrieben ist. 



Es sei P eine durch eine Parallelebene mit der Basis abge- 
stutzte Inseitige Pyramide, B und 6 ihre Grundflächen und A ihre 
flöhe. 00 ist 



4*7 

woffans^iicb leicht ergiebt, dass die Gleicbung 

»■ 
auch zum irreduciblen Falle gehörtt-Pn^ d^her drei reelle Wurzeln 
hat, von denen die eine positiv ist^» die 'beiden andern negativ sind, 
welches übrigens auch unmittelbar aus der Formel 



ar 



-^m 



geschlossen werden kann, da a: nur. leinen reellen positiven Werth, 
und zwei reelle negative WeHhe hiaiben kann. Setzt man jetzt 



^ 



V- 



und fuhrt dies in die obige Gleichung für y ein, so erhält man zur 
Bestimmung von y, nach leichter Rechnung die Gleichimg 



'.•-3y. -«1/^ = 0, 



Öder, wenn man .^ - 

t 

setzte die Gleichung . . '- - 

'Da nach dem Obigen c^^l ist ^ so ist offenbar auch c, '^1, und 
dieL< vorhergehende GleichunfC gehört folglich wieder zum srreduci« 
bleu F^lle, so dass also auch y^ dtei reelle Werthe hat, von denen 
tfer einevjisderseit positiv ist» di» beide« andern negativ sind^ . Setit 
man nun ferner >• 

und fuhrt ^les in die obige Gleichung für ^, ein, so erhält man 

ganz wie vorher zur Bestimmung von- y^ die Gleichung 

■ i 

oder wenn man 

v/1 -Hfl ^ 

■etzt, die Gleichung 

Weil nach dem Vorheiv^ebenden c^^^X ist, so ist ofienbar auch 
<r, «^l, und die vorstehende Gleichung gehört folglich wieder zum 
irreduciblen Falle, so dass also y^ drei reelle Werthe hat, von.de- 
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Den der eine positiv i«t^ die, bf^id^n^iiidecD negativ sind. Wie 
auf diese Art immer weiter' geben ' kan^ ^tittterliegt keinem Zwe 
Setzt man also ,. - V . •. , .. • . ^. 



...» : -i« 






.-I. . 'l/i±:f _;, • • •■•1 



I . • 






u/g. w. 



< f..i. i. iK ■ (% ' ^^^^^»^ ■ I » 1.1, I» 






und lässt ji^Ut.y 



» • • • » . 



die reellen positiven. Wurzeln der Gleichungen 

yi'-3y,-2c,=0, 
,^ ■■;..•. . U..8, W. -■. , . . '. 

bed)^ute»V' was offenMr i y«ritattet ist; sa ist toncb d^m Vsrfae 
gebentlen . ' 

yÄl + — , 



folglicb 



■\ 



1 . ^a 
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1 . 21?,^ 


# 


• • > 


y« 



J» 



TkeilM 



lhi£.l[. 




ÖTtz^tei^t jLrekw'. 
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